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ОТ АВТОРОВ

Этот учебный год для вас во многих отношениях является завершаю�
щим: заканчивается не только изучение геометрии, но и ваше обучение
в средней школе. Надеемся, что вы определились в своих планах на
будущее и в этих планах математика не окажется на последнем месте.
Желаем вам в полной мере воспользоваться преимуществами, которые
вы получили при дополнительном изучении геометрии, и реализовать
эти преимущества при поступлении в вуз, при централизованном тес�
тировании, проводимом в последнее время в Республике Беларусь.
В 11 классе на факультативных занятиях изучаются темы: метод гео�
метрических преобразований (движения и преобразования подобия) —
развитие этого метода в курсе стереометрии; многогранники, тела
вращения и их комбинации; объемы тел, площади поверхностей: начала
методов математического анализа в курсе стереометрии. Первая тема
развивает аналогичную планиметрическую тему, существенно допол�
няет базовый курс стереометрии, знакомит с современными идеями
и методами геометрии, вторая более детально знакомит с комбинация�
ми стереометрических тел, третья тема содержит вопросы измерения
геометрических величин в курсе стереометрии, излагаемые с общих
математических позиций — элементов математического анализа, изу�
чаемых в базовом курсе. В каждой теме достаточное количество задач,
что позволяет улучшить навыки в решении стереометрических задач.

Цель факультативного курса «Геометрия. Многообразие идей и ме�
тодов» — познакомить вас с наиболее важными математическими ме�
тодами, применяемыми в геометрии. Каждое доказательство теоремы
или решение задачи опирается на ранее известные теоретические све�
дения. Обычно оно воспринимается как использование отдельных оп�
ределений, теорем, аксиом, соответствующие ссылки на теоретический
материал выглядят довольно разобщенными и плохо предсказуемыми,
в результате чего возникают определенные трудности в понимании
и осмыслении логических рассуждений. Чтобы преодолеть эти трудно�
сти, надо стремиться прежде всего увидеть общий стержень в рассуж�
дениях, замысел, структуру — то, что делает это рассуждение единым
целым. Знание того, какой математический метод используется, как
раз помогает осмыслить рассуждение в целом, понять его суть, а глав�
ное — существенно улучшить умение решать задачи.
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Несколько советов о том, как пользоваться данной книгой
1. Вначале изучите теоретический материал параграфа. Он при�

водится в основном в справочных целях. Не все теоремы даются с дока�
зательством. Доказательства приводятся только к узловым, наиболее
важным теоремам или в случае, если они носят оригинальный характер
и проще тех, которые имеются в том или ином учебнике. В остальных
случаях за доказательством вы можете обратиться к основному учеб�
нику. Формулировки определений, теорем и доказательства теорем не�
обходимо понять и постараться запомнить. Прочитайте их несколько
раз, воспроизведите вслух, выполните на бумаге необходимые рисунки
и записи.

2. Разберите образцы решения задач, данные в теоретической час�
ти параграфа.

3. После изучения теории и разбора решений задач�образцов пе�
рейдите к решению задач. Желательно на каждом занятии решать зада�
чи различных уровней сложности. В случае затруднений еще раз обра�
титесь к теоретическому материалу (к аксиомам, определениям, теоре�
мам, образцам решения задач). Определенную помощь можно найти
в разделе «Ответы и указания к решению задач».
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МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ: РАЗВИТИЕ ЭТОГО
МЕТОДА В КУРСЕ СТЕРЕОМЕТРИИ

§ 1. ДВИЖЕНИЕ. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ.
ИХ ОБЩИЕ СВОЙСТВА

1.1. Определения
Из планиметрической части факультативного курса вы знаете, что гео�
метрические преобразования являются одной из тем, которые связыва�
ют школьный курс с современной математической наукой. Что такое
геометрическое преобразование пространства? Это взаимно однознач�
ное соответствие между точками пространства. В геометрии принято
в таком случае говорить о взаимно однозначном отображении про�
странства на себя. Приходим к следующему определению.

Геометрическим преобразованием пространства называется вза�
имно однозначное отображение пространства на себя.

Если при выполнении преобразования П фигура Ф (в частности,
точка) переходит в фигуру Ф1, то фигура Ф1 называется образом фигу�
ры Ф в данном преобразовании.

Записывают: Ф1 � П(Ф), Ф � Ф1.
Напомним, что геометрические преобразования являются примера�

ми обратимых функций, только областью определения и множеством
значений этих функций являются не числовые множества, а множества
точек. Как и в планиметрии, основными являются следующие два оп�
ределения.
� Преобразование, сохраняющее расстояние между точками, назы�

вается движением.
� Преобразование, изменяющее расстояние между точками в одно

и то же число раз (k � 0), называется преобразованием подобия.
Число k называется коэффициентом подобия.

Значение этих преобразований подтверждается тем фактом, что
элементарная геометрия рассматривает только такие фигуры и их
свойства, которые сохраняются при движении и преобразовании подо�
бия.
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Одним из распространенных примеров геометрических преобразо�
ваний является симметрия относительно плоскости (рис. 1). Нагляд�
ное представление об этой симметрии дают, например, отражение неба,
берега озера или реки от поверхности воды, отражение в плоском зер�
кале, симметрия в архитектуре, технике и т. д.
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Как и на плоскости, в пространстве существуют осевая и централь�
ная симметрии, параллельный перенос, которые часто встречаются в ар�
хитектуре, живописи и природе (рис. 2).

Преобразование подобия находит применение при изготовлении
увеличенных или уменьшенных копий предметов (рис. 3).
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При изучении геометрических преобразований сначала выясняют
вид преобразования: является оно движением или преобразованием по�
добия или относится к другому виду преобразований. Для этого берут
две произвольные точки А и В, их образы А1 и В1 и сравнивают расстоя�
ния АВ и А1В1. Если эти расстояния равны, то имеем дело с движением.
Если отношение этих расстояний постоянно, то получаем преобразова�
ние подобия. Если ни одно из этих условий не выполняется, то данное
преобразование отличается от движения и преобразования подобия.

Напомним, что если при преобразовании некоторые точки перехо�
дят в себя, то они называются неподвижными точками данного преоб�
разования. Наличие или отсутствие неподвижных точек является од�
ним из возможных свойств геометрического преобразования.

Геометрические преобразования могут сильно отличаться друг от
друга своими свойствами. Например, не все геометрические преобра�
зования сохраняют прямолинейное расположение точек. Поэтому
очень важно знать, сохраняют ли движения и преобразования подобия
прямолинейное расположение точек, переводят ли они отрезок в отре�
зок, луч — в луч, угол — в равный угол и т. д.

Метод геометрических преобразований применяется как при изуче�
нии свойств этих преобразований, так и при решении задач, в которых
непосредственно о геометрических преобразованиях ничего не гово�
рится. В последнем случае предполагается перевод понятий, исполь�
зуемых в задаче, на язык геометрических преобразований. Это дает
возможность использовать свойства геометрических преобразований
и с их помощью решить задачу. Как и в планиметрии, применение ме�
тода геометрических преобразований часто начинается с выполнения
преобразований данной фигуры или отдельных ее элементов. Допус�
тим, нам надо доказать, что при движении плоскость переходит в плос�
кость. Для этого вначале на данной плоскости � выбираем три точки, не
лежащие на одной прямой, рассматриваем их образы в движении, через
полученные образы проводим плоскость �1 и после этого устанавлива�
ем, что любая точка плоскости � переходит в некоторую точку плоско�
сти �1.

1.2. Некоторые свойства движения и преобразования подобия
Рассмотрим общие свойства, относящиеся ко всем движениям и ко всем
преобразованиям подобия. (Обратите внимание на то, какие из этих
свойств аналогичны преобразованиям, известным из курса планимет�
рии, а какие — выполняются только для преобразований пространства.)
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Теоремы 1

1. Движение и преобразование подобия переводят точки, лежа�
щие на прямой, в точки, также лежащие на прямой, причем сохра�
няют порядок взаимного расположения точек.

2. При движении и преобразовании подобия прямые переходят
в прямые, лучи — в лучи, отрезки — в отрезки.

3. При движении отрезок переходит в равный ему отрезок, тре�
угольник — в равный ему треугольник, угол (и при движении,
и при преобразовании подобия) — в равный ему угол.

4. Последовательное выполнение (композиция) двух движений
(преобразований подобия) есть также движение (преобразова�
ние подобия).

5. Если преобразование П (движение, преобразование подобия)
переводит прямую в прямую, то преобразование П плоскость пе�
реводит в плоскость.

6. Если преобразование П прямую переводит в параллельную пря�
мую, то преобразование П плоскость переводит в параллельную
плоскость.

Следствие. Движение и преобразование подобия сохраняют парал�
лельность и перпендикулярность прямых и плоскостей.

Доказательства теорем 5—6.
5. 1) Пусть преобразование

П (движение, преобразование
подобия) прямую переводит
в прямую. Докажем, что преоб�
разование П плоскость перево�
дит в плоскость. Пусть плос�
кость � (рис. 4) — некоторая
данная плоскость. Возьмем на
ней три точки A, B и С, не лежа�
щие на одной прямой. Рассмот�
рим образы этих точек:

A1 � П(A), B1 � П(B),

C1 � П(C);
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2) точки A1, B1, C1 не лежат на одной прямой. Проведем через них
плоскость �1. Докажем, что П(�) � �1;

3) для этого возьмем произвольную точку М�� и докажем, что
П(M)��1. Пусть K — точка пересечения прямых АС и MB. Образ точки
K — точка K1 — должен лежать на прямой A1C1. Отметим точку
K1 �A1C1;

4) тогда прямая ВK должна перейти в прямую B1K1, а точка М�ВK —
в точку M1 �B1K1;

5) так как M1�B1K1 и B1K1 � �1, то M1��1;
6) нетрудно теперь доказать, что произвольная точка T1��1 являет�

ся образом некоторой точки T��;
7) в итоге получаем, что П(�) � �1.

6. 1) Докажем, что если преобразо�
вание П переводит прямую в парал�
лельную прямую, то преобразование
П плоскость переводит в параллель�
ную плоскость. Пусть П(�) � �1

(рис. 5);
2) в плоскости � возьмем две пере�

секающиеся прямые а и b;
3) пусть П(a) � a1, П(b) � b1. Пря�

мые a1 и b1 пересекаются и принадле�
жат плоскости �1;

4) по условию а || а1, b || b1. Тогда
на основании признака параллельности двух
плоскостей � || �1.

1.3. Примеры решения задач

Задача 1 (6, а, рис. 6).

Решение.
1) Пусть М(х1; у1; z1) и N(х2; у2; z2) — две про�

извольные точки пространства. Тогда точки
М1(х1; у1; z1 � 3) и N1(х2; у2; z2 � 3) — их образы;

2) найдем квадраты расстояний MN и M1N1:

MN 2
� (х2 – х1)

2
� (у2 – у1)

2
� (z2 – z1)

2,

M1N1
2
� (х2 – х1)

2
� (у2 – у1)

2
� (z2 � 3 – z1 – 3)2;
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3) отсюда MN � M1N1 и, значит, данное преобразование является
движением;

4) поэтому это преобразование переводит прямые в прямые;
5) прямая ВС (см. рис. 6) перейдет в прямую, проходящую через

точки B1(1; 2; 6) и C1(–1; –2; 0).

Задача 2 (6, в, рис. 7).

Решение.
1) Так как данное преобразование яв�

ляется движением, то оно плоскость пере�
водит в плоскость;

2) плоскость MNP перейдет в плос�
кость, проходящую через точки M1(4; 0; 3),
N1(0; 3; 3), P1(0; 0; 5);

3) найдем уравнения плоскостей MNP
и M1N1P1. Воспользуемся общим уравне�
нием плоскости:

Ах � Ву � Сz � D � 0. (*)

Для плоскости MNP имеем:

А В С D

А В С D

А В С D

	 � 	 � 	 � �

	 � 	 � 	 � �

	 � 	 � 	 � �

4 0 0 0

0 3 0 0

0 0 2 0

,

,

,

А D

В D

С D




�

�




�

� �

� �

� �




�

�




�

4 0

3 0

2 0

,

, �

A D

B D

C D

� �

� �

� �




�

�

�




�

�

1
4
1
3
1
2

,

,

.

Выражения для А, В и С подставим в выражение (*):

� � � � �

1
4

1
3

1
2

0Dx Dy Dz D , � � � � �

1
4

1
3

1
2

1 0x y z .

Получаем уравнение плоскости MNP:  3x � 4y � 6z – 12 � 0.
Для плоскости M1N1P1 имеем:

А В С D

А В С D

А В С D

	 � 	 � 	 � �

	 � 	 � 	 � �

	 � 	 � 	 � �

4 0 3 0

0 3 3 0

0 0 5 0

,

,

,




�

�




�

4 3 0

3 3 0

5 0

А С D

В С D

С D

� � �

� � �

� �




�

�




�

,

, �

C D

B D

A D

� �

� �

� �




�

�

�




�

�

1
5
2

15
1

10

,

,

.
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Выражения для А, В и С подставим в выражение (*):

� � � � �

1
10

2
15

1
5

0Dx Dy Dz D , � � � � �

1
10

2
15

1
5

1 0x y z .

Получаем уравнение плоскости M1N1P1:  3x � 4y � 6z – 30 � 0.

Ответ: 3x � 4y � 6z – 12 � 0, 3x � 4y � 6z – 30 � 0.

Задача 3 (6, ж, рис. 8).
Замысел доказательства. Воспользу�

емся методом геометрических преобра�
зований.

Доказательство.
1) Пусть а � � � А. Так как А��, то по

условию точка А является неподвижной.
Значит, образ прямой а — прямая а1 —
проходит через точку А;

2) так как движение сохраняет пер�
пендикулярность прямой и плоскости, то

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

,

;а а

а

а1 1,

3) через точку А к плоскости � можно провести только одну перпен�
дикулярную прямую. Поэтому прямые а и а1 совпадают;

4) следовательно, в данном движении прямая а переходит сама
в себя.

§ 2. ВИДЫ ДВИЖЕНИЙ. СИММЕТРИЯ
ОТНОСИТЕЛЬНО ПЛОСКОСТИ, ЦЕНТРАЛЬНАЯ
СИММЕТРИЯ

2.1. Определения

Если плоскость � проходит через середину отрезка АA1 (рис. 9, а)
и перпендикулярна к нему, то точки А и A1 называются симметричны�
ми относительно плоскости �.

Если точка принадлежит плоскости �, то относительно этой плос�
кости она считается симметричной сама себе.
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Преобразование, при котором каждая точка А (рис. 9, б) переходит
в симметричную ей точку А1 относительно плоскости �, называется
симметрией относительно плоскости. Плоскость � называется плоско�
стью симметрии.

Записывают: �(A) � A1. Эта запись означает, что при симметрии от�
носительно плоскости � точка А переходит в точку A1.

Если �(А) � А1, то и наоборот, �(А1) � А. Говорят, что точки А и А1

являются взаимно симметричными относительно плоскости �.
Если прямая s проходит через середину отрезка АА1 (рис. 10, а)

и перпендикулярна к нему, то точки А и А1 называются симметричны�
ми относительно прямой s. При этом точки прямой s считаются сим�
метричными сами себе.
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Преобразование, при котором каждая точка А (рис. 10, б) переходит
в точку A1, симметричную относительно прямой s, называется осевой
симметрией. Прямая s называется осью симметрии.

Записывают: s(А) � А1. Эта запись означает, что при осевой симмет�
рии с осью s точка А переходит в точку A1.

Если s(А) � А1, то, очевидно, s(А1) � А. Говорят, что точки А и A1 яв�
ляются взаимно симметричными относительно оси s.

Если точка О является серединой отрезка АА1 (рис. 11, а), то точки
А и A1 называются симметричными относительно точки О. При этом
точка О считается симметричной сама себе.

Преобразование, при котором каждая точка А (рис. 11, б) переходит
в симметричную ей точку А1 относительно точки О, называется цен�
тральной симметрией. Точка О называется центром симметрии.

Записывают: O(А) � А1. Эта запись означает, что при центральной
симметрии с центром О точка A переходит в точку A1.

Очевидно, что если O(А) � А1, то
O(А1) � А. Говорят, что точки А и A1 яв�
ляются взаимно симметричными отно�
сительно центра О.

Пусть s � � (рис. 12) и О — точка пе�
ресечения прямой s и плоскости �. По�
воротом вокруг оси s на угол � называ�
ется преобразование, которое в каждой
плоскости, перпендикулярной к оси s,
вызывает поворот вокруг центра О на
угол �.
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Очевидно, что осевая симметрия пространства является поворотом
вокруг оси на 180�.

Параллельным переносом на вектор
�

m (рис. 13) называется преоб�
разование пространства, при котором каждая точка А переходит в точ�

ку А1 такую, что AA1

� ��

�
�

m. Вектор
�

m называется вектором параллельного
переноса (вектором, на который совершается параллельный перенос).

Записывают:
�

m(A) � A1. Эта запись означает, что при параллельном
переносе на вектор

�

m точка А перешла в точку A1.
Винтовым движением с осью s, углом поворота � и вектором пере�

носа
�

m, параллельным оси s (рис. 14), называется последовательное вы�
полнение (композиция) поворота вокруг оси s на угол � и параллельно�
го переноса на вектор

�

m.

2.2. Свойства движений
Теоремы 2

1. Каждое из следующих преобразований: а) симметрия относи�
тельно плоскости; б) центральная симметрия; в) поворот вокруг
оси; г) осевая симметрия; д) параллельный перенос; е) винтовое
движение — является движением;

2. При центральной симметрии и параллельном переносе прямая
переходит в параллельную прямую, плоскость — в параллельную
плоскость.
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Доказательство.
1. а) Преобразование пространства может вызывать в некоторой

плоскости известное из планиметрии преобразование. Часто бывает
удобно воспользоваться свойствами этого планиметрического преоб�
разования.

1) Пусть даны две точки А и В (рис. 15)
и им симметричные относительно плоско�
сти � точки A1 и B1. Так как AA1 и BB1 пер�
пендикулярны к плоскости �, то они парал�
лельны;

2) поэтому прямые AA1 и BB1 лежат в од�
ной плоскости. Обозначим ее �;

3) пусть s — прямая пересечения плоско�
стей � и �. Имеем: AA1 � s, BB1 � s и прямая s
делит отрезки AA1 и BB1 пополам;

4) это означает, что симметрия относи�
тельно плоскости � в плоскости � вызывает
известную из планиметрии осевую симмет�
рию с осью s;

5) в планиметрии доказывалось, что осевая симметрия является
движением. Поэтому AВ � A1В1;

6) отсюда следует, что симметрия относительно плоскости является
движением.

1. б) 1) Так как точки A, A1, В, В1

и О (рис. 16) лежат в одной плоскости
(обозначим ее �), то нетрудно заме�
тить, что центральная симметрия
пространства с центром О вызывает
в плоскости � центральную симмет�
рию с тем же центром;

2) из планиметрии известно, что
центральная симметрия плоскости
является движением. Поэтому AВ � A1В1;

3) это означает, что центральная симметрия пространства является
движением.

(Продолжение смотрите в следующем паpaграфе.)
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2.3. Примеры решения задач

Задача 1 (12, а, рис. 17). В этой задаче требуется понятие перпенди�
кулярности двух плоскостей перевести на язык геометрических
преобразований.

Доказательство.
1) Пусть � � � � а. Так как а � �, то при симметрии относительно

плоскости � прямая а перейдет сама в себя;
2) пусть плоскость �1 — образ плоскости � при симметрии относи�

тельно плоскости �. Так как прямая а переходит сама в себя, то а � �1;
3) движение сохраняет перпендикулярность плоскостей. Поэтому

�1 � �;
4) плоскости � и �1 обе проходят через прямую а и перпендикуляр�

ны к плоскости �. Поэтому � и �1 совпадают;
5) следовательно, при симметрии относительно плоскости � плос�

кость � переходит сама в себя: �(�) � �.

Задача 2 (12, б, рис. 18). Данная задача аналогична предыдущей.

Доказательство.
1) Симметрия относительно плоскости � является движением, в ко�

тором все точки плоскости � остаются неподвижными;
2) так как а � �, то в таком движении прямая а переходит сама в се�

бя (см. задачу 3 (6, ж) из § 1);
3) следовательно, при симметрии относительно плоскости � пря�

мая а переходит сама в себя: �(а) � а.
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Задача 3 (12, г, рис. 19). Замысел решения.
Воспользуемся свойствами центральной
симметрии.

Доказательство.
1) Пусть О1 (а) � а�. Так как при централь�

ной симметрии прямая переходит в парал�
лельную прямую, то а || а�;

2) аналогично: а1 || а�;
3) тогда (а || а� и а1 || а�) � а || а1.

§ 3. ПОВОРОТ ВОКРУГ ОСИ, ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ

3.1. Теория

Продолжим доказательство теорем 2.

Доказательство.
1. в) (Методом равных треугольников, рис. 20.)

1) Пусть при повороте вокруг оси s на угол �

точки A и В переходят соответственно в точки
A1 и В1. Докажем, что AВ � A1В1;

2) нетрудно доказать, что отрезок, парал�
лельный оси поворота, переходит в равный от�
резок, причем параллельный оси поворота. Да�
лее воспользуемся этим;

3) построения: через концы отрезка АВ про�
ведем плоскости � и �, перпендикулярные к оси
поворота; через точки А и A1 проведем соответ�
ственно перпендикуляры АС и A1С1 к плоско�
сти �;

4) очевидно, что в данном повороте вокруг
оси отрезок ВС переходит в равный отрезок В1С1 (см. п. 2), АС — в рав�
ный отрезок A1С1 (поворот вокруг оси в плоскости � вызывает поворот
вокруг точки О, который, как известно из планиметрии, сохраняет рас�
стояние между точками), а значит, треугольник АВС — в треугольник
А1В1С1;
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5) так как треугольники АВС и А1В1С1 — прямоугольные и их катеты
равны, то эти треугольники равны. Отсюда AВ � A1В1.

1. г) Справедливость этой теоремы непосредственно следует из пре�
дыдущей. (Убедитесь в этом.)

3.2. Примеры решения задач

Задача 1 (17, а, рис. 21).
Замысел решения. Воспользуемся свойствами поворота.

Доказательство.
1) Пусть А��, В��, и в данном пово�

роте точка В перейдет в точку В1;
2) так как s � � и АВ � �, то s � АВ;
3) в данном повороте s� s, АВ�АВ1;
4) так как поворот является движе�

нием, то он сохраняет перпендикуляр�
ность прямых. Поэтому

s AB

s s

AB AB

s AB

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

,

,

1

1 ;

5) если s � АВ1, то В1��;
6) поэтому при повороте относительно оси s плоскость � перейдет

сама в себя.

Задача 2 (17, в, рис. 22).

Доказательство.
1) Пусть s(А) � А1 и �(А1) � А2;
2) рассмотрим прямую а � � � АА1А2;
3) симметрия относительно оси s в простран�

стве в плоскости АА1А2 вызывает симметрию от�
носительно этой же оси s;

4) симметрия относительно плоскости �

в плоскости АА1А2 вызывает симметрию отно�
сительно прямой а;

5) так как s � � и а � �, то s � а;
6) последовательное выполнение (компози�

ция) двух симметрий с перпендикулярными ося�
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ми s и а в плоскости АА1А2 является центральной
симметрией относительно точки О � s � а;

7) значит, точки А и А2 симметричны относи�
тельно точки О и в плоскости АА1А2, и в про�
странстве;

8) поэтому � 	 s � О.

Задача 3 (17, д, рис. 23). Замысел решения.
Воспользуемся свойствами поворота.

Доказательство.
1) Любое движение (значит, и поворот во�

круг оси) сохраняет параллельность прямой
и плоскости;

2) так как при повороте вокруг оси s
s s

s

s

�

�

�

�

�

�

�

�

,

,

| |

| | .� �

�

�1 1

§ 4. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС, ВИНТОВОЕ
ДВИЖЕНИЕ

4.1. Теория
Продолжим доказательство теорем 2.

1. д) 1) Этот способ основан на свя�
зи параллельного переноса простран�
ства с параллельным переносом плоско�
сти. Параллельный перенос простран�
ства на вектор, параллельный плоско�
сти АВВ1A1, вызывает в этой плоскости
параллельный перенос на тот же век�
тор

�

m (рис. 24);
2) параллельный перенос плоско�

сти является движением;
3) поэтому АВ � А1В1.

— 20 —

α α1

s

Рис. 23

Рис. 24

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв»



1. е) Последовательное выполнение (композиция) движений есть
движение. Поэтому винтовое движение является движением.

2. а) 1) Пусть при центральной симметрии с центром О прямая АВ
переходит в прямую А1В1 (рис. 25). Прямые АВ, А1В1 и точка О лежат
в одной плоскости;

2) поэтому прямую А1В1 можно рассматривать как образ прямой АВ
при центральной симметрии плоскости AВА1В1 относительно того же
центра;

3) как известно из планиметрии, при центральной симметрии пря�
мая переходит в параллельную прямую. Следовательно, АВ || А1В1.

2. б) 1) Пусть при параллельном переносе на вектор
�

m(рис. 26) пря�

мая АВ переходит в прямую А1В1. Ранее было доказано, что AB
� ��

� A B1 1

� ��

;

2) отсюда следует, что AB
� ��

|| A B1 1

� ��

;

3) поэтому АВ || А1В1.
По аналогии с планиметрией можно сформулировать следующее

определение.
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Две фигуры называются равными, если существует движение, кото�
рое одну из них переводит в другую.

Существуют и другие примеры движений. Приведем их определения.
Скользящей симметрией (рис. 27, а) называется последовательное

выполнение симметрии относительно плоскости � и параллельного
переноса на вектор

�

m, параллельный этой плоскости.
Поворотной симметрией (рис. 27, б) называется последовательное

выполнение симметрии относительно плоскости � и поворота на неко�
торый угол � вокруг оси s, перпендикулярной к этой плоскости.

4.2. Примеры решения задач

Задача 1 (20, а, рис. 28). В данной за�
даче предлагается доказать одно из
свойств параллельного переноса.

Доказательство.
1) Пусть А�а и

�

m А А( ) � 1 . Тогда

AA m1

� ��

�

�

(по определению параллель�
ного переноса);

2) так как AA m1

� ��

�

�

, то АА1 ||
�

m;
3) имеем: а ||

�

m (по условию) и АА1 ||
�

m (по п. 2);
4) поэтому прямые а и АА1 совпадают (как параллельные прямые,

имеющие общую точку А); значит, А1 �а;
5) это означает, что любая точка А прямой а при параллельном пере�

носе на данный вектор
�

m переходит в точку А1 �а;
6) значит,

�

m a a( ) � .

Задача 2 (20, в, рис. 29).

Решение.
1) По определению параллельного

переноса AA m1

� ��

�

�

;
2) по определению координат век�

тора AA х а y b z c1

� ��

� � �( ; ; );
3) поэтому

х – а � 2, у – b � 3, z – c � 4;
4) отсюда х � а � 2, у � b � 3, z � c � 4.

Ответ: А1(а � 2; b � 3; c � 4).
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Задача 3 (20, е, рис. 30). Данная за�
дача является типичным примером
задачи на применение метода гео�
метрических преобразований.

Доказательство.
1) Пусть точка А принадлежит ли�

нии пересечения плоскостей � и � , точ�
ка В — линии пересечения плоскостей
� и �. Воспользуемся параллельным пе�

реносом на вектор
�

m AB�

� ��

;
2) так как при параллельном пере�

носе плоскость переходит в параллель�
ную плоскость, то

�

m( )� �� ;
3)

�

m( )� �� ;
4) так как при параллельном переносе (как и при любом движении)

перпендикулярность плоскостей сохраняется, то
� �

� �

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

,

( ) ,

( )

�

�

m

m

.

§ 5. ГОМОТЕТИЯ КАК ПРИМЕР ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ПОДОБИЯ

5.1. Теория
Гомотетией с центром О (рис. 31) и ко�
эффициентом k � 0 называется такое пре�
образование пространства, при котором
каждая точка Х переходит в точку X1 та�

кую, что OX1

� ��

� kOX
� ��

.

Теоремы 3

1. Гомотетия является преобразова�
нием подобия.
2. При гомотетии прямая переходит
в параллельную прямую, плоскость —
в параллельную плоскость.
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Доказательства.
1. 1) Точки О, A, В, А1, B1 лежат в од�

ной плоскости � (рис. 32);
2) гомотетия пространства с цен�

тром О вызывает в этой плоскости гомо�
тетию с тем же центром;

3) причем, как известно из планимет�
рии, А1В1 � |k| АВ.

2. 1) Гомотетия пространства с цен�
тром О вызывает в плоскости � гомоте�
тию с тем же центром. Как известно из
планиметрии, гомотетия прямую пере�
водит в параллельную прямую;

2) поэтому А1В1 || АВ;
3) кроме того, в силу теоремы 1.6 гомотетия плоскость будет перево�

дить в параллельную плоскость.

5.2. Примеры решения задач
Задача 1 (см. рис. 32). Гомотетия пространства задана центром О
и парой гомотетичных точек А и А1. Дана некоторая точка В, не при�
надлежащая прямой ОА. Постройте точку В1, гомотетичную точке В
в заданной гомотетии.

Решение.
1) Через прямую ОА и точку В проведем плоскость �;
2) в плоскости � проведем прямую АВ и прямую А1В�, параллель�

ную прямой АВ;
3) точку B1 строим как точку пересече�

ния прямых А1В� и OB. Точка B1 — искомая
точка (докажите это).

Задача 2 (23, б, рис. 33).

Построение. 1) На прямой а возьмем
произвольную точку М и построим ее образ
М1 в данной гомотетии:

М1 � АМ � m,

где прямая m проходит через точку А1

и m || AM;

— 24 —

O B В1

А

А1

Bα

β

�

Рис. 32

O M M1

А

А1

mа
а1

Рис. 33

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв»



2) через точку М1 проведем прямую а1, параллельную прямой а.
Прямая а1 — искомая прямая, гомотетичная прямой а в данной гомоте�
тии.

Доказательство и исследование проведите самостоятельно.

Задача 3 (23, в, рис. 34).
Поиск решения. 1) Искомую точку Х нетрудно построить, если вна�

чале построим гомотетичную ей точку Х1. Узнаем, какими свойствами
обладает точка Х1;

2) точка Х1 должна принадлежать данной плоскости � (по усло�
вию). Кроме того, она лежит на прямой m, проходящей через точку А1

и параллельной прямой а;
3) итак, точка Х1 находится как точка

пересечения прямой m и плоскости �:

Х1 � m � �;

4) зная точку Х1 , строим точку Х.
Построение. Строим:
1) m: А1 � m, m || а;
2) Х1 � m � �;
3) OХ1;
4) Х � OХ1 � а.
Точка Х — искомая точка.
Доказательство и исследование про�

ведите самостоятельно.

§ 6. МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Мы уже познакомились с целым рядом задач, которые были решены
с помощью метода геометрических преобразований. Обратимся к но�
вым задачам.

6.1. Задачи на композиции преобразований
С помощью метода геометрических преобразований можно решать
различные геометрические задачи. Убедимся в том, что изученные ра�
нее свойства геометрических преобразований позволяют установить
ряд новых их свойств.

Задача 1. Осевую симметрию пространства можно представить как
последовательное выполнение (композицию) двух симметрий от�
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носительно двух взаимно перпендикулярных плоскостей, проходя�
щих через ось симметрии. Докажите это.

Доказательство.
1) Пусть s(A) � A� (рис. 35).

Проведем через s произвольную
плоскость � и плоскость �, пер�
пендикулярную �. Положим, что
�(А) � А1 и �(А1) � A2. Докажем,
что А� и А2 совпадают: А� � A2;

2) в самом деле, так как AA1 ��,
то AA1 � s и A1A2 � �, следова�
тельно, A1A2 � s. Итак, ось s пер�
пендикулярна плоскости AA1A2,
пересекающей s в точке О, в кото�
рой ее пересекает AA�;

3) плоскость AA1A2 пересекает плоскости � и � по перпендикуляр�
ным прямым s1 и s2. В силу симметрии имеем: ОА � OA1 � OA2 � ОА�;
�AOs1 � �s1OA1; �A1Os2 � �s2OA2;

4) так как �s1OA1 � �A1Os2 � 90�, то

�AOs1 � �s1OA1 � �A1Os2 � �s2OA2 � 180�,

отсюда �AOA2 � 180�;
5) если �AOA2 � 180� и OA2 � OA�, то точка A2 совпадает с точкой А�.

Задача 2. Центральную симмет�
рию пространства можно предста�
вить как последовательное выпол�
нение трех симметрий относитель�
но трех перпендикулярных плоско�
стей, проходящих через центр сим�
метрии. Докажите это.

Доказательство.
1) Пусть О — центр данной сим�

метрии и О(A) � A� (рис. 36). Прове�
дем через О произвольную плоскость
� и через ту же точку О — перпенди�
кулярную к ней плоскость �. Пусть
� � � � s1. Через точку О проведем еще
плоскость �, перпендикулярную s1;
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2) пусть �(А) � А1, �(А1) � A2, �(А2) � A3. Докажем, что A3 � А�;
3) последовательное выполнение двух симметрий относительно

плоскостей � и � на основании задачи 1 можно заменить симметрией
относительно оси s1. Тогда в силу симметрии OA � OA2 � OA3 � OA�;

4) обратимся теперь к углам. Для этого через точку А и прямую s1

проведем плоскость �. Очевидно, что точки A2, A3 и A� лежат в этой
плоскости. Пусть � � � � s2. Тогда в силу симметрии будем иметь:
�AOs1 � �s1OA2; �A2Os2 � �s2OA3;

5) так как �s1OA2 � �A2Os2 � 90�, то

�AOs1 � �s1OA2 � �A2Os2 � �s2OA3 � 180�.

Поэтому �AOA3 � 180�;
6) если �AOA3 � 180� и OA3 � OA�, то точка A3 � А�.

Задача 3. Поворот вокруг оси можно заменить последовательным
выполнением двух симметрий относительно двух плоскостей, пере�
секающихся по оси поворота; линейный угол между плоскостями
равен половине угла поворота. Докажите это.

Доказательство.
1) Пусть при повороте вокруг оси s на

угол � (рис. 37) точка А переходит в точ�
ку А�. Проведем через s произвольную
плоскость �. Пусть �(А) � А1. Построим
далее плоскость симметрии точек А1

и А� — плоскость �: �(А1) � А�. Докажем,
что плоскость � проходит через ось s

и пересекает � под углом
�

2
;

2) в самом деле, возьмем произволь�
ную точку M �s. Так как симметрия от�
носительно плоскости и поворот вокруг
оси являются движениями, то MA1 � MA � MA�;

3) поэтому �MA1A� является равнобедренным. Обозначим через В
середину отрезка A1A�. Отрезок MB является медианой равнобедренно�
го треугольника MA1A�. Значит, A1A� � MB;

4) учитывая, что A1A� � �, получаем, что MB � �. Отсюда M ��. Так
как М — произвольная точка оси s, то s � �;

5) перейдем теперь к рассмотрению углов. В силу симметрии
�AOs1 � �s1OA1; �A1Os2 � �s2OA�;
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6) так как

РAOs1 ��s1OA1 ��A1Os2 ��s2OA� ��AOA� � �,

то �s1Os2 �

�

2
.

6.2. Задачи на совмещение равных фигур
Следующие задачи связаны с понятием равных и ориентированных
фигур.

Две равные фигуры называются одинаково ориентированными
(рис. 38, а), если каждые четыре не лежащие в одной плоскости точки
A, B, С, D первой фигуры и соответствующие им точки A�, B�, С�, D� вто�
рой фигуры расположены так, что для наблюдателя, смотрящего по�
очередно из точек D и D� на треугольники AВС и A�B�С�, они окажутся
одинаково ориентированными. Если при этих же условиях треуголь�
ники AВС и A�B�С� (рис. 38, б) будут противоположно ориентирован�
ными, то и фигуры называются противоположно ориентированными.
(Заметим, что точки A, B, С, D и A�, B�, С�, D� — вершины соответствен�
ных тетраэдров.)

Задача 1. Докажите, что фигуры, симметричные относительно плос�
кости, противоположно ориентированные. Какие ориентации име�
ют фигуры, если одна из них получена из другой при помощи цен�
тральной симметрии, осевой симметрии, поворота вокруг оси,
параллельного переноса, винтового движения? (Решите самостоя�
тельно.)
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Задача 2. Две равные и одинаково ориентированные фигуры можно
совместить не более чем четырьмя последовательными симметрия�
ми относительно четырех плоскостей. Докажите это.

Доказательство.
1) При доказательстве воспользуемся утверждением, что плоскость

симметрии двух данных точек есть геометрическое место точек, равно�
удаленных от этих точек (докажите самостоятельно);

2) приступим теперь к решению данной задачи. Пусть Ф � Ф� (рис.
39, а) и точкам A, B, С, D, Е, ... первой фигуры соответствуют точки A�,
B�, С�, D�, Е�, ... второй фигуры (точки A, B, С, D и A�, B�, С�, D� — вершины
соответственных тетраэдров);
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3) проведем плоскость �1 — плоскость симметрии точек А и A�. Вы�
полним симметрию относительно этой плоскости. При этом точка A
перейдет в точку A�, В — в В1, С — в C1, D — в D1, Е — в E1 и т. д. Получили
фигуру Ф1, которая противоположно ориентирована с фигурой Ф�.
У фигур Ф1 и Ф� оказались совмещенными соответственные точки од�
ной пары;

4) проведем плоскость симметрии точек В1 и В� — плоскость �2 и вы�
полним симметрию относительно этой плоскости. Так как A�B� � A�B1,
то плоскость �2 пройдет через точку A�. Поэтому при симметрии отно�
сительно плоскости �2 точка A� останется неподвижной. Точка В1 при
этом перейдет в точку B�, С1, — в С2, D1 — в D2, E1 — в E2 и т. д. Получили
фигуру Ф2, которая с фигурой Ф� одинаково ориентирована. У фигур
Ф2 и Ф� оказались совмещенными уже две пары соответственных то�
чек;

5) проведем плоскость симметрии точек С2 и С� — плоскость �3 (рис.
39, б). При симметрии относительно этой плоскости точки A� и B� ока�
жутся неподвижными (так как они лежат на этой плоскости), а точка С2

перейдет в точку С�. Точка D2 при этом перейдет в точку D3, E2 — в E3

и т. д. Получили фигуру Ф3, которая противоположно ориентирована
с фигурой Ф�. Фигуры Ф3 и Ф� имеют совмещенными уже три пары со�
ответственных точек;

6) точки A�, B�, С� не лежат на одной прямой. В противном случае
точки A�, B�, С� и D� оказались бы лежащими в одной плоскости, но с са�
мого начала эти точки мы выбираем не лежащими в одной плоскости;

7) через точки A�, B� и С� проведем плоскость �4 (рис. 39, в). Так как
фигуры Ф3 и Ф� противоположно ориентированы, то точки D3 и D� ле�
жат по разные стороны от плоскости �4. В силу равенств A�D� � A�D3,
B�D� � B�D3, С�D� � С�D3 плоскость симметрии точек D� и D3 проходит че�
рез точки A�, B� и С�, а значит, эта плоскость совпадает с плоскостью �4;

8) аналогично плоскости симметрии остальных соответственных
точек совпадают с плоскостью �4. Это означает, что при выполнении
симметрии относительно плоскости �4 фигура Ф3 совпадает с фигу�
рой Ф�;

9) в итоге совмещение фигур Ф и и Ф� достигнуто четырьмя сим�
метриями относительно четырех плоскостей.

Рассмотренные факты позволяют решить следующую задачу.
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Задача 3. а) Две равные и одинаково ориентированные фигуры мож�
но совместить не более чем двумя следующими движениями: оба
движения — параллельные переносы; первое движение — перенос,
второе — поворот вокруг оси; первое движение — поворот вокруг
оси, второе — перенос; оба движения — повороты вокруг оси.
б) Две равные и одинаково ориентированные фигуры можно со�

вместить одним винтовым движением.
Замечание. Для выработки умения решать задачи методом геомет�

рических преобразований рекомендуем прорешать задачи из раздела
«Задания для самостоятельной работы».
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МНОГОГРАННИКИ, ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ
И ИХ КОМБИНАЦИИ

§ 1. ПОНЯТИЕ «МНОГОГРАННИК». ЦИЛИНДР

1.1. Понятия «тело» и «многогранник»
Основными видами геометрических фигур являются линии, поверхно�
сти и тела. Представление о линии дает тонкая нить, от толщины и ши�
рины которой легко отвлечься, а о поверхности — тонкая пленка, тол�
щиной которой можно пренебречь. Линии и поверхности могут быть
плоскими или пространственными фигурами. Тела всегда являются
пространственными фигурами. Примерами тел являются многогран�
ники, цилиндр, конус, шар и его части. Строгое определение понятия
«тело» дается в вузовском курсе. Мы ограничимся лишь наглядным
представлением об этом понятии.

Наглядно тело можно представить как цельную часть пространст�
ва, отделенную от другой его части некоторой поверхностью. Эта по�
верхность принадлежит телу и всюду «прилегает» к его внутренности.

Тело может быть ограниченным или неограниченным. В школьном
курсе рассматриваются главным образом ограниченные тела.

Ограниченное тело можно определить как тело, содержащееся внут�
ри тетраэдра или куба.

Многогранником называется ограниченное тело, поверхность кото�
рого состоит из конечного числа многоугольников. Многоугольники
называются гранями многогранника, вершины многоугольников —
вершинами многогранника, стороны многоугольников — ребрами мно�
гогранника.

В школьном курсе изучаются многогранники, которые удовлетво�
ряют двум условиям:

1) для них выполняется равенство Г � В – Р � 2, где Г — число гра�
ней, В — число вершин, Р — число ребер (это равенство называется эй�
леровой характеристикой многогранника);

2) они являются выпуклыми, т. е. располагаются по одну сторону от�
носительно плоскости каждой своей грани.

На рисунке 40, а показана фигура, являющаяся объединением тет�
раэдра РАВС и отрезка РK (в виде «шпиля» к тетраэдру). Такая фигура
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не является телом, так как точки отрезка РK принадлежат поверхности
фигуры и «не прилегают» к внутренности этой фигуры.

Фигура, показанная на рисунке 40, б, является телом, многогранни�
ком. Этот многогранник является выпуклым, и для него выполняется
условие: Г � В – Р � 5 � 5 – 8 � 2.

Фигура, показанная на рисунке 40, в, также является телом, много�
гранником. Данный многогранник можно представить как куб, из ко�
торого сверху выпилен меньший куб, при этом образовался многогран�
ник с отверстием, которое не является сквозным. Этот многогранник
не является выпуклым, и для него Г � В – Р � 11 � 16 – 24 � 3 � 2. Как уже
было сказано, такие многогранники в школьном курсе не изучаются.

1.2. Цилиндры
Форму цилиндра имеют трубы, монеты, колонны и т. д. В основании
цилиндров обычно лежит круг. В геометрии цилиндрами называют не
только такие тела. В основании цилиндра может лежать фигура, огра�
ниченная произвольной замкнутой, не имеющей самопересечений, ли�
нией. Особый интерес представляют два вида цилиндров: прямые кру�
говые цилиндры и призмы. Сформулируем определения (рис. 41).

Пусть в некоторой плоскости � (рис. 42, а—в) задана фигура Ф, ог�
раниченная произвольной замкнутой, не имеющей самопересечений,
линией. Из некоторой точки A плоскости � проведем отрезок AA1, не
лежащий на этой плоскости. Подвергнем фигуру Ф параллельному пе�

реносу на вектор AA1

� ��

. Каждая точка Х фигуры Ф перейдет при этом
в некоторую точку Х1 фигуры Ф1. Множество всех отрезков ХХ1 обра�
зует тело, которое называется цилиндром.
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Из свойств параллельного переноса следует, что фигура Ф1 лежит
в плоскости �1 || �, Ф1 � Ф. Фигуры Ф и Ф1 называются основаниями
цилиндра, а отрезки ХХ1 — образующими цилиндра.

Прямым цилиндром называется цилиндр, образующие которого
перпендикулярны к плоскостям оснований (рис. 42, б, в). В противном
случае цилиндр называется наклонным.

Если основаниями цилиндра являются круги, то цилиндр называ�
ется круговым.

Если основаниями цилиндра являются многоугольники, то ци�
линдр называется призмой.
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Из круговых цилиндров в данном курсе рассматриваются только
прямые круговые цилиндры.

Прямым круговым цилиндром называют цилиндр, который одно�
временно является прямым и круговым (см. рис. 42, в).

Высотой цилиндра называется любой перпендикуляр к плоскостям
оснований цилиндра, концы которого лежат на этих плоскостях.

Приведенное определение высоты цилиндра относится как к круго�
вым цилиндрам, так и к призмам. Все высоты цилиндра равны между
собой. В частности, для прямого кругового цилиндра высоты равны об�
разующим цилиндра (или отрезку ОО1), соединяющим центры его ос�
нований. На рисунке 43, а изображены высоты АА1, ВВ1, СС1, DD1 и ОО1

прямого кругового цилиндра.

Прямая, проходящая через центры оснований прямого кругового
конуса, называется осью цилиндра. Проведем в прямом круговом ци�
линдре две образующие АА1 и СС1 (рис. 43, б). Они параллельны. По�
этому через них можно провести плоскость. Эта плоскость пересечет
основания по параллельным хордам АС и А1С1. Сечение АА1С1С — пря�
моугольник. Если сечение проходит через ось цилиндра (например, се�
чение АА1С1С, рис. 43, в), то оно называется осевым.

Равносторонним цилиндром называется прямой круговой ци�
линдр, осевое сечение которого — квадрат.

Если точка Х опишет окружность основания цилиндpa, то образую�
щая цилиндра (отрезок ХХ1, рис. 43, г) опишет поверхность, называе�
мую боковой поверхностью цилиндра.

Отметим одно свойство прямого кругового цилиндра, связанное
с понятием тела вращения.
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Телом вращения (рис. 44, а) называется такое тело, которое плоско�
стями, перпендикулярными некоторой прямой — оси вращения, пере�
секается по кругам с центрами на этой прямой.

Нетрудно видеть, что прямой круговой цилиндр является телом
вращения (рис. 44, б). Имея в виду это свойство, иногда прямой круго�
вой цилиндр называют цилиндром вращения.

Размеры прямого кругового цилиндра вполне определяются зада�
нием радиуса основания и высоты цилиндра.

Построение изображения прямого кругового цилиндра начинают
с изображения его оснований. Основания кругового цилиндра изобра�
жаются двумя равными эллипсами с соответственно параллельными
большими и малыми осями. Кроме оснований изображаются еще
крайние образующие эллипса (отрезками, касательными к эллипсам;
рис. 44, в).

Если боковую поверхность прямого
кругового цилиндра разрезать по какой�
либо образующей, то ее можно развер�
нуть без растяжения и сжатий (а только
изгибая) на плоскости в прямоугольник
со сторонами, равными длине окружно�
сти основания и высоте цилиндра. Этот
прямоугольник (рис. 45) вместе с осно�
ваниями дает развертку полной поверх�
ности цилиндра.

Касательной плоскостью к прямому
круговому цилиндру (рис. 46) называется
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плоскость, которой принадлежит одна и толь�
ко одна образующая цилиндра.

Следствие. Если касательная плоскость
к прямому круговому цилиндру (см. рис. 46)
и осевое сечение проходят через одну и ту же
образующую, то они перпендикулярны друг
к другу.

Напомним, что впредь из круговых цилин�
дров будут рассматриваться только прямые
круговые цилиндры.

1.3. Примеры решения задач

Задача 1. S — площадь боковой поверхности цилиндра, Q — площадь

осевого сечения. Докажите самостоятельно, что S
Q

� �.

Задача 2. Н — высота цилиндра, R — радиус основания, площадь бо�
ковой поверхности равна сумме площадей оснований. Докажите са�
мостоятельно, что H � R.

Задача 3 (рис. 47). В цилиндр помещен квадрат, две его противопо�
ложные вершины находятся в центрах оснований, две другие — на
боковой поверхности. Докажите самостоятельно, что цилиндр яв�
ляется равносторонним.

Задача 4 (42, а, рис. 48).
Построения. 1) Строим образующую цилиндра — отрезок АА1. Так

как образующая перпендикулярна плоскости основания, то отрезок
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А1В1 — ортогональная проекция отрезка АВ1 на плоскость основания
цилиндра;

2) тогда �АВ1А1 — угол наклона отрезка АВ1 к плоскости основания
цилиндра, синус которого надо найти;

3) так как АА1 || OO1, то �А1АВ1 — искомый угол между АВ1 и осью
цилиндра OO1;

4) осталось указать на чертеже расстояние d между прямыми АВ1

и OO1. Для этого необходимо через прямую АВ1 провести плоскость,
параллельную прямой OO1. Такой плоскостью является уже построен�
ная плоскость АВ1А1. Тогда расстояние между скрещивающимися пря�
мыми АВ1 и OO1 равно расстоянию между параллельными прямой OO1

и плоскостью АВ1А1;
5) для нахождения последнего достаточно из точки O1 провести

перпендикуляр к плоскости АВ1А1. Нетрудно установить, что О1М1 � d
(М1 — середина отрезка А1В1).

Вычисления. 6) из прямоугольного �А1О1М1 по теореме Пифагора
А1М1 � R d2 2

� ;
7) тогда А1В1 � 2А1М1 � 2 R d2 2

� ;
8) из прямоугольного �АВ1А1 по теореме Пифагора имеем:

АВ1 � АА А В Н R d1
2

1 1
2 2 2 24� � � �( );

9) введем обозначения: �АВ1А1 � �, �А1АВ1 � �. Тогда

sin � � cos � �

АА
АВ

Н
Н R d

1

1
2 2 24

�

� �( )
.

Ответ: АВ1 � Н R d2 2 24� �( ), sin � � cos � �

Н
Н R d2 2 24� �( )

.

Задача 5. Диагональ прямоугольника развертки боковой поверхно�
сти цилиндра равна 100 и наклонена к стороне этого прямоугольни�
ка под углом в 60� (см. рис. 45). Найдите высоту и радиус основания
цилиндра. (Решите самостоятельно.)

§ 2. ПРИЗМА

2.1. Теория

Призма — это цилиндр, в основании которого лежит многоугольник
(рис. 49). Иначе можно сказать, что призма — это цилиндр, который яв�
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ляется многогранником. Грани ABCDE...
и A1B1C1D1E1... называются основаниями призмы.
Остальные грани призмы называются боковы�
ми. Ребра, заключенные между параллельными
основаниями, называются боковыми ребрами.
В зависимости от числа сторон основания приз�
ма может быть треугольной, четырехугольной,
пятиугольной, ... , n�угольной.

Различные виды призм представлены на схе�
ме, приведенной на рисунке 50.

Прямой призмой называется призма, боковые ребра которой пер�
пендикулярны к плоскостям оснований (рис. 51, а). В противном слу�
чае призма называется наклонной (рис. 51, б).

Высотой призмы называется любой перпендикуляр к плоскостям
оснований призмы, концы которого лежат на этих плоскостях (рис. 51,
а—г).
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Высота прямой призмы равна боковому ребру. (Заметим, что боко�
вое ребро наклонной призмы не является высотой.)

На рисунке высоту обычно строят, опуская перпендикуляр из ка�
кой�либо вершины верхнего основания к плоскости нижнего основания.

Правильной призмой называется прямая призма, в основании кото�
рой лежит правильный многоугольник.

На рисунке 51, г изображена правильная шестиугольная призма: ее
боковые ребра перпендикулярны плоскости основания и в основании
лежит правильный шестиугольник.

Одним из распространенных видов призмы являются параллелепи�
педы. Заметим, что в стереометрии параллелепипеды играют такую же
роль, как и параллелограммы в планиметрии.

Параллелепипед — это призма (рис. 52, а), основаниями которой
являются параллелограммы.
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Прямым параллелепипедом называется параллелепипед, боковые
ребра которого перпендикулярны к основаниям (рис. 52, б). В против�
ном случае параллелепипед называется наклонным.

Аналогом планиметрического прямоугольника в стереометрии слу�
жит прямоугольный параллелепипед.

Прямоугольный параллелепипед — это прямой параллелепипед,
основаниями которого являются прямоугольники.

На рисунке прямой и прямоугольный параллелепипеды изобража�
ются одинаково (почему?). Так, рисунок 52, б можно считать и изобра�
жением прямого, и изображением прямо�
угольного параллелепипедов.

Куб — это прямоугольный параллелепи�
пед с равными ребрами.

Диагональной плоскостью призмы называ�
ется плоскость, проходящая через два боко�
вых ребра, не лежащих в одной грани, напри�
мер плоскости АА1С1С, ВВ1Е1Е и др. (рис. 53).

Сечение, получаемое при пересечении
диагональной плоскости с гранями призмы,
называется диагональным сечением. Им яв�
ляется, например, каждый из четырехуголь�
ников АА1С1С, ВВ1Е1Е и др. (см. рис. 53).

Теоремы 4

1. В параллелепипеде: а) диагонали пересекаются в одной точке
и делятся ею пополам; б) противолежащие грани параллельны
и равны.
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2. В прямоугольном параллелепипеде: а) квадрат любой его диа�
гонали равен сумме квадратов трех его измерений; б) все четыре
диагонали равны между собой.

Доказательства.
1. а) Рассмотрим диагонали AC1 и BD1

(рис. 54). Они являются диагоналями па�
раллелограмма ABC1D1 (AB || D1C1 и AB �

� D1C1). Поэтому AC1 и BD1 пересекаются
и точкой пересечения О делятся пополам.

Далее, рассматривая диагонали А1С и АС1,
замечаем, что они — диагонали параллело�
грамма АА1С1С (AA1 || СС1 и АА1 � СС1).
Следовательно, диагональ А1С проходит
через середину AC1, т. е. точку О, и делится
ею пополам. Аналогично доказывается, что
диагональ B1D также проходит через точку
О и делится ею пополам.

Таким образом, все четыре диагонали параллелепипеда пересека�
ются в одной точке и делятся ею пополам.

Следствие. Точка пересечения диагоналей параллелепипеда явля�
ется его центром симметрии.

1. б) Рассмотрим противолежащие грани AА1В1В и DD1C1C (см.
рис. 54). Все грани параллелепипеда — параллелограммы, поэтому
AA1 || DD1 и AB || DC. По признаку параллельности двух плоскостей
грани АА1В1В и DD1C1C параллельны. Отрезки AD, ВС, A1D1 и B1C1 рав�
ны и параллельны, значит, грань АА1В1В может быть совмещена с гра�

нью DD1C1C параллельным переносом на вектор AD
� ��

. Поэтому эти гра�
ни равны.

Аналогично доказывается параллельность и равенство любых двух
других противолежащих граней параллелепипеда.

2. а) Рассмотрим диагональ B1D (рис. 55). Из прямоугольного тре�
угольника B1BD по теореме Пифагора B1D

2
� BB1

2
� BD2. Из прямо�

угольного треугольника BAD пo теореме Пифагора BD2
� AB2

� DA2.
Отсюда

B1D
2

� BB1
2

� AB2
� DA2

� DD1
2

� DC 2
� DA2,

так как BB1 � DD1, AB � DC.
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2. б) Эта теорема непосредственно следует из предыдущей.
В заключение остановимся на свойствах куба.
Очевидно, что куб обладает всеми свойствами параллелепипеда,

прямого параллелепипеда и прямоугольного параллелепипеда.
Поэтому в кубе диагонали пересекаются в одной точке и делятся ею

пополам; противолежащие грани равны и па�
раллельны; квадрат диагонали куба равен
сумме квадратов трех его измерений; в кубе
все диагонали равны между собой.

Куб обладает также рядом свойств, которы�
ми он отличается от других параллелепипедов.
Например, в кубе и прямоугольном параллеле�
пипеде имеется различное число плоскостей
симметрии (выясните это).

Примечание. В школьном курсе из круго�
вых цилиндров рассматриваются только пря�
мые круговые цилиндры. По этой причине
в дальнейшем к ним будет применяться более
краткое название — «цилиндры». В тех же случаях, когда используют�
ся некруговые цилиндры (их совсем немного), применяются полные
названия (произвольный цилиндр; цилиндр, в основании которого ле�
жит многоугольник, и т. п.).

2.2. Примеры решения задач

Задача 1 (41, г, рис. 56).

Построение сечения. Так как точка О
и прямая Х1Х2 принадлежат плоскости
сечения, то прямая Х3Х4, проходящая
через точку О и параллельная Х1Х2, при�
надлежит плоскости сечения. Тогда
точки Х3 и Х4 — две вершины искомого
сечения.

Еще две вершины сечения Х5 и Х6

построим как точки, симметричные со�
ответственно точкам Х1 и Х2 относи�
тельно центра О (Х5 — середина ребра
B1C1, Х6 — середина ребра A1B1).

Таким образом, шестиугольник Х1Х2Х3Х5Х6Х4 — искомое сечение.
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Вычисление площади сечения. Воспользуемся формулой, связываю�
щей площади данной фигуры и ее ортогональной проекции.

1) При ортогональном проектировании многоугольника сечения на
плоскость нижнего основания призмы он проектируется в многоуголь�

ник Х1X2СKTA. Площадь проекции Q � a2 – 2 	

1
2 2 2

3
4

2

	 	 �

а а а ;

2) найдем теперь угол между плоскостью сечения и плоскостью ос�
нования. Из прямоугольного треугольника ОМО1 имеем:

ОО1 � а, О1М �

1
4

2
4

BD а
� ,    tg � �

ОО
О М

а
а

1

1

4
2

2 2�

	

� ;

3) тогда  соs � �

1
1

1
1 8

1
32

�

�

�

�

tg �

;

4) имеем: Q � Scеч 	 cos � � Scеч �

Q a a
cos�

�

	

�

3 3
4

9
4

2 2

.

Задача 2 (41, е, рис. 57).
Замысел решения. Так как параллелепи�

пед — прямоугольный, то боковое ребро АА1 яв�
ляется искомой высотой. Для решения задачи
удобно рассмотреть �АА1D. Предварительно
в нем необходимо найти какую�либо сторону.

Решение.
1) Пусть DC и A1B1 — большие стороны

нижнего и верхнего оснований. Тогда плос�
кость DCB1A1 — плоскость, проведенная через
эти стороны;

2) в прямоугольном параллелепипеде
DC � АА1D1D. Поэтому DC � АD и DC � А1D.
Значит, �A1DA — угол между плоскостью нижнего основания и плос�
костью DCB1A1. По условию �A1DA � �;

3) искомую высоту АА1 можно найти из прямоугольного �АА1D,
предварительно найдя катет АD. Этот отрезок будем находить, исполь�
зуя данные, указанные для основания параллелепипеда;

4) так как в �ACD �ACD �
�

2
, то AD � АС � cos �

2
� d cos �

2
;

5) тогда АА1 � AD � tg � � d cos �

2
tg �.

Ответ: АА1 � d cos �

2
tg �.
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Задача 3 (42, б, рис. 58).
Построения. 1) Так как точка М рав�

ноудалена от вершин �АВС, то она ор�
тогонально проектируется в центр опи�
санной около �АВС окружности (в дан�
ном случае в центр О правильного
�АВС). Тогда МО — высота призмы;

2) так как А1В1 || АВС, то прямая А1В1

ортогонально проектируется на плос�
кость АВС в прямую PQ, проходящую
через точку О и параллельную А1В1 (па�
раллельную АВ);

3) если теперь из точки А1 провести
А1А2 || МО (А2 � PQ), то отрезок А1А2 — искомая высота призмы, прове�
денная из точки А1;

4) так как плоскость А1В1QP проходит через перпендикуляр МО
к плоскости АВС, то А1В1QP � АВС и четырехугольник А1В1QP — иско�
мое сечение призмы;

5) требуется построить еще угол наклона грани АА1В1В к плоскости
основания АВС. Для этого проведем медиану CN �АВС, получим, что
ОN � АВ;

6) так как МО � АВС, то NО — ортогональная проекция МN на плос�
кость АВС. По теореме о трех перпендикулярах, если АВ � ОN, то
АВ � МN. Поэтому �МNО � � — угол наклона грани АА1В1В к плоско�
сти основания АВС.

Вычисления.

7) ОN �

1
3

1
3

3
2

3
6

CN a a
� 	 � , А1А2 � МО � ОN tg � �

a 3
6

tg �;

8) сечением является трапеция А1В1QP (А1В1 || PQ), МО — высота

этой трапеции. Имеем: PQ �

2
3

2
3

АВ а� , А1В1 � а, МО �

a 3
6

tg �;

9) S PQ A B MOPA B Q1 1

1
2 1 1� � �( ) 1

2
2
3

3
6

a a a
�

�

�

 

!

"

#
tg � �

5 3
36

2a tg �.

Ответ: А1А2 �

a 3
6

tg �, S PA B Q1 1
�

5 3
36

2a tg �.

Задача 4. Площади трех граней прямоугольного параллелепипеда,
имеющие общую вершину, равны соответственно 10, 5 и 1. Найдите
ребра параллелепипеда и постройте его развертку. (Решите само�
стоятельно.)
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§ 3. ПИРАМИДА

3.1. Теория
Пусть ABCDE... — выпуклый многоуголь�
ник, лежащий в плоскости � (рис. 59),
и Р — точка, не принадлежащая этой плос�
кости. Каждую точку Х многоугольника
ABCDE... соединим с точкой Р отрезком
ХР. Множество всех таких отрезков за�
полняет некоторый многогранник. Этот
многогранник называется пирамидой.

Многоугольник ABCDE... называется
основанием пирамиды, точка Р — верши�
ной пирамиды. Треугольники АРВ, ВРС,
CPD, ... называются боковыми гранями
пирамиды, а отрезки РА, РВ, PC, ... — боковыми ребрами пирамиды.

Пирамида называется п�угольной, если в основании ее лежит
n�угольник. (Обратим внимание на то, что приведенное ранее опреде�
ление n�угольной пирамиды получило здесь свое уточнение.)

Высотой пирамиды называется перпендикуляр, опущенный из ее
вершины на плоскость основания.

В зависимости от формы пирамиды основание высоты может находить�
ся внутри основания пирамиды (рис. 60, а), на его границе (рис. 60, б),
вне основания (рис. 60, в). Если какое�либо боковое ребро пирамиды
окажется перпендикулярным к основанию, то высота совпадет с этим
боковым ребром (рис. 60, г).
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Правильной пирамидой называется пирамида, основанием которой
служит правильный многоугольник, а основание высоты совпадает
с центром этого многоугольника.

На рисунках 61, а, б изображены соответственно правильные тре�
угольная и четырехугольная пирамиды.
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Очевидно, что у правильной пирамиды (рис. 61, в) все боковые реб�
ра равны между собой и наклонены к плоскости основания под одним
и тем же углом �; боковые грани также наклонены к плоскости основа�
ния под одним и тем же углом �.

Высота боковой грани hбок правильной пирамиды, проведенная из
вершины пирамиды, называется апофемой (см. рис. 61, в).

Тетраэдром называется любая треугольная пирамида.
Правильным тетраэдром называется тетраэдр, все ребра которого

равны между собой.
Сечение пирамиды плоскостью, проходящей через два боковых реб�

ра (рис. 62, а), не принадлежащих одной грани, называется диагональ�
ным сечением пирамиды, а сама секущая плоскость — диагональной плос�
костью.
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Сечение пирамиды плоскостью, параллельной основанию (рис. 62, б),
называется параллельным сечением пирамиды.

Параллельное сечение пирамиды отсекает от нее подобную пирами�
ду. Другая часть пирамиды, представляющая собой также многогран�
ник, называется усеченной пирамидой (см. рис. 62, б). Грани усечен�
ной пирамиды, лежащие в параллельных плоскостях, называются
основаниями пирамиды, остальные грани — боковыми.

Правильной усеченной пирамидой называется усеченная пирами�
да, которая получается из правильной пирамиды (рис. 62, в).

Боковыми гранями усеченной пирамиды являются трапеции. Если
усеченная пирамида правильная, то боковые грани — равнобедренные
трапеции. Высоты hбок этих равнобедренных трапеций называются апо�
фемами правильной усеченной пирамиды.

Теорема 5

Если в пирамиде проведено парал�
лельное сечение (рис. 63), то:

1) оно отсекает пирамиду, подобную
данной пирамиде;

2) сечение есть многоугольник, по�
добный основанию;

3) боковые ребра и высота пирамиды
делятся на пропорциональные отрезки;

4) площади сечения и основания от�
носятся как квадраты их расстояний от
вершины пирамиды.

Доказательство.
Пусть многоугольник A1B1C1... является параллельным сечением

данной пирамиды (на рисунке ограничимся рассмотрением треуголь�
ной пирамиды). Рассмотрим гомотетию с центром Р и коэффициентом

k �
PA
PA

1 . Нетрудно убедиться, что в этой гомотетии данная пирамида

РАВС... переходит в пирамиду РА1В1С1..., а следовательно, эти пирами�
ды — подобные и сечение есть многоугольник, подобный основанию:

A B
AB
1 1

�
B C
BC
1 1

�

C D
CD
1 1

� … � k.
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Тогда числу k будет равно отношение боковых ребер:
PA
PA

1
�

PB
PB

1
�

PC
PC

1
� … � k,

а также отношение высот:
PO
PO

1
� k.

Так как отношение площадей подобных многоугольников равно

квадрату коэффициента подобия, то
S

S
A B C D

ABCD

1 1 1 1 . . .
� k2

�
PO
PO

PO
PO

1
2

1
2

2
�

�

 

!

"

# � .

Следствие. Площадь параллельного сечения пирамиды есть квад�
ратичная функция расстояния от вершины пирамиды до плоскости се�
чения:

Sсеч � ax2, (*)

где а — постоянное число, х — расстояние от вершины пирамиды до
плоскости сечения (рис. 63).

Доказательство.

На основании предыдущей теоремы
S
S

x
H

сеч

осн

�

2

2
(Н — высота пира�

миды), откуда Sсеч �
S
H

xосн
2

2 . Для данной пирамиды отношение
S
H

осн
2

—

постоянная величина. Обозначив это отношение через а, получим ра�
венство (*).

3.2. Примеры решения задач

Задача 1. (Найдите ошибку!) Дана задача
и ее решение. При этом допущена ошибка.
Найдите ее.

Краткая запись задачи.
PABC — правильная треугольная пирамида

(рис. 64), АС � а — сторона основания, РK —
биссектриса �АРС, �АРK � 60�. Найдите боко�
вое ребро пирамиды.

Решение.
1) В равнобедренном �АРС биссектриса РK

является высотой. Поэтому �АРK — прямо�
угольный и �РАK � 30�;

2) катет, лежащий против угла в 30�, равен половине гипотенузы:
РА � 2х, PK � x;
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6) если теперь мысленно построить сферу с центром О и радиусом
OA, то она пройдет через все вершины пирамиды РАВС. Тем самым мы
нашли центр и радиус искомой сферы;

7) единственность докажите самостоятельно.
На основании теоремы 1 можно сформулировать ряд интересных

следствий.
Следствия. В треугольной пирамиде (тетраэдре) пересекаются

в одной точке (О): а) 6 плоскостей, перпендикулярных ребрам и прохо�
дящих через их середины; б) 4 прямые, перпендикулярные граням и про�
ходящие через центры описанных около них кругов.

2. 1) Прежде всего, нетрудно установить, что пространственная бис�
сектриса трехгранного угла есть луч, принадлежащий трем биссектор�
ным плоскостям двугранных углов данного трехгранного угла (дока�
жите это самостоятельно, рис. 90);

2) пусть РАВС (рис. 91) — данная треугольная пирамида. Требуется
найти точку О, равноудаленную от всех четырех граней этой пирами�
ды. Рассмотрим вначале трехгранный угол с вершиной Р. Внутренние
точки этого трехгранного угла, равноудаленные от его граней, лежат на
пространственной биссектрисе а, выходящей из вершины Р;

3) обратимся теперь к четвертой грани — грани AВС. Точки, равно�
удаленные от граней AВС и РАВ, лежат на биссекторе двугранного угла
с ребром АВ — полуплоскости �;

4) полуплоскость � и луч а пересекаются (почему?). Пусть О — точ�
ка пересечения полуплоскости � и луча а. Точка О равноудалена от
всех четырех граней данной пирамиды;
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5) если из точки О опустить перпендикуляр ОМ на некоторую грань
и построить сферу с центром О и радиусом ОМ, то эта сфера будет
касаться всех граней данной пирамиды. Тем самым мы нашли центр
и радиус искомой сферы;

6) единственность докажите самостоятельно.
Следствия. В треугольной пирамиде пересекаются в одной точке

(О): а) 4 луча — пространственные биссектрисы трехгранных углов
тетраэдра; б) 6 полуплоскостей — биссекторы двугранных углов при
всех ребрах.

3. 1) Пусть R (рис. 92) — радиус основания конуса, Н — его высота
и PA — образующая. Рассмотрим �PAO1. Проведем АО — биссектрису
угла PAO1. Точку О примем за центр, а ОО1 � r — за радиус шара.
Докажем, что такой шар — искомый;

2) для этого в�PAO1 проведем ОМ � PA: очевидно, что ОМ�ОО1 � r ;
3) итак, любая образующая конуса касается шара;
4) очевидно, что шар касается плоскости основания;
5) в результате построили сферу, вписанную в данный конус. Центр

сферы лежит на оси конуса и делит ее в отношении РА : R считая от
вершины (проверьте это самостоятельно);

6) единственность докажите самостоятельно.

4. 1) Пусть РАВС... — данная пирамида (рис. 93). По условию в ее ос�
нование можно вписать окружность. Пусть О — центр этой окружно�
сти. По условию высота пирамиды проходит через точку О;

2) построим (мысленно) конус с вершиной Р и основанием — кру�
гом, вписанным в основание пирамиды. Этот конус искомый (проверь�
те, касаются ли боковые грани пирамиды боковой поверхности конуса);
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3) нетрудно убедиться, что данные в задаче условия являются не
только достаточными, но и необходимыми;

4) единственность докажите самостоятельно.

5. 1) Пусть РAВСD (рис. 94) — правильная
четырехугольная пирамида. Построим (мыс�
ленно) вписанный в данную пирамиду конус
(см. теорему 8.4);

2) в конус впишем сферу (см. теорему 8.3).
Докажем, что эта сфера будет вписана и в пи�
рамиду;

3) в самом деле, сфера касается основания
конуса, а значит, и основания данной пирамиды;

4) убедимся теперь, что сфера касается ка�
ждой боковой грани. С образующей конуса PL
сфера имеет единственную общую точку K.
В боковой грани лежит только одна образую�
щая конуса. Следовательно, сфера и боковая
грань имеют единственную общую точку. Это
означает, что сфера касается боковой грани;

5) итак, построенная сфера является ис�
комой;

6) единственность докажите самостоя�
тельно.

6. Пусть R и H (рис. 95) — радиус основа�
ния и высота данного цилиндра. Проведем
шар с центром О в середине оси цилиндра
и радиусом, равным расстоянию oт этой точ�
ки до некоторой точки окружности основа�
ния цилиндра. Этот шар искомый. (Докажи�
те самостоятельно.)

6.2. Задачи на комбинацию многогранников и шара

Задача 1. (Найдите ошибку!) Рассмотрите задачу и ее решение. Най�
дите ошибку.
Краткая запись задачи.
РАВСD — правильная четырехугольная пирамида (рис. 96), РА � 3 —

боковое ребро пирамиды, АВ � 2 — сторона основания пирамиды.
Найдите радиус описанного шара.
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Решение.

1) Воспользуемся формулой Rш �

r H
Н

2 2

2
� , где Rш — радиус шара,

описанного около правильной пирамиды, r — радиус окружности, впи�
санной в основание пирамиды, Н — высота пирамиды. Для нахождения
Rш достаточно найти r и Н;

2) так как в основании пирамиды ле�
жит квадрат, то его диагональ

АС � АВ 2 � 2 2 � 2;
3) тогда АО � 1 и из прямоугольного

�РАО находим высоту пирамиды:

Н � РО � PA OA2 2 9 1 2 2� � � � ;

4) учтем, что r �
1
2

2
2

AB � ;

5) искомый радиус шара

Rш
�

r H
Н

2 2

2
�

�

1
2

8

4 2
17

8 2

�

� .

Ответ: Rш �

17
8 2

.

Задача 2 (73, а, рис. 97).
Замысел решения. Воспользуемся фор�

мулой Rш �

r H
Н

2 2

2
� , где Rш — радиус шара,

описанного около правильной пирамиды,
r — радиус окружности, описанной около
основания пирамиды, Н — высота пира�
миды. Для нахождения Rш достаточно
найти высоту пирамиды Н.

Решение.
1) Пусть � — угол наклона бокового реб�

ра к плоскости основания пирамиды. Из

прямоугольного �АРО имеем: АО
РА

� cos�;

2) воспользуемся формулой, связывающей углы � и � в правильной

пирамиде (см. задачу 49): cos
sin

sin
�

�

�

�

2

n

;
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3) тогда

РА �
АО r

r
n

cos cos

sin

sin
� �

�

�

� �

	

2

;

4) из прямоугольного �АРО по теореме Пифагора

H2
� РО2

� РА2 – ОА2
�

r
n

2 2

2

2

	 sin

sin

�

�

– r2
�

r
n

2 2 2

2

2

2

sin sin

sin

�
�

�

�

�

�

 

!

"

#

;

5) приходим к искомому ответу:

Rш �

r H
Н

2 2

2
�

�

r
r

n

r
n

2

2 2 2

2

2 2

2

2

2
2

2

�

�

�

�

 

!

"

#

�

sin sin

sin

sin sin

sin

�
�

�

�
�

�

�

r
n

n

sin

sin sin sin

2

2 22
2 2

�

�
�

�

�

.

Задача 3 (73, г, рис. 98).

Замысел решения. 1�й способ. Учтем,
что правильная четырехугольная призма,
как и всякий параллелепипед, является
центрально симметричной фигурой. Цен�
тром симметрии является точка О, в кото�
рой пересекаются диагонали параллеле�
пипеда.

2�й способ. Воспользуемся формулой
из задачи 65, ж:

Rш �

1
2

42 2Н r� ,

где Rш — радиус шара, описанного около
правильной призмы, r — радиус окружно�
сти, описанной около основания призмы, Н — высота призмы. Для на�
хождения Rш достаточно найти радиус r окружности, описанной около
основания призмы. Решите самостоятельно.
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Решение.
1�й способ. 1) Так как в правильной четырехугольной призме диаго�

нали равны, то точка О — точка их пересечения — равноудалена от всех
вершин данной призмы. Поэтому точка О является центром описанно�
го шара, а диагональ В1D — диаметром этого шара;

2) из прямоугольного �В1DВ

В В
В D

B D R
В В

R Н1

1
1

12
2

� � � � � �sin
sin sin

�

� �

ш ш .

Ответ: R Н
ш �

2sin�

.

При решении задач на комбинацию тел часто удобно пользоваться
осевым сечением комбинации, изображая его без искажения, во фрон�
тальной плоскости. Для правильного построения осевого сечения, ра�
зумеется, необходимо уметь изображать саму комбинацию. Поэтому на
первых порах обычно строят изображение комбинации и рядом — изо�
бражение осевого сечения. По мере выработки навыка возможно поль�
зоваться только осевым сечением.

Задача 4. Постройте осевые сечения комбинаций некоторых тел ша�
ром. Изобразите на осевом сечении центр шара и его радиус. Учти�
те, что центром шара: а) описанного около цилиндра или вписанно�
го в цилиндр, является середина отрезка, соединяющего центры
оснований цилиндра; б) в который вписана прямая призма, являет�
ся середина отрезка, соединяющего центры окружностей, описан�
ных около оснований призмы; в) около которого описана прямая
призма, является середина отрезка, соединяющего центры окруж�
ностей, вписанных в основания призмы; г) в который вписан конус,
является центр окружности, описанной около осевого сечения ко�
нуса; д) вписанного в конус, является центр окружности, вписанной
в осевое сечение конуса; е) описанного около правильной пирами�
ды, является точка пересечения прямой, на которой лежит высота
пирамиды, и серединного перпендикуляра к боковому ребру пира�
миды; ж) вписанного в правильную пирамиду, является точка пере�
сечения высоты пирамиды и биссектрисы линейного угла двугран�
ного угла при основании, расположенного в плоскости, проходящей
через высоту пирамиды.
Выполните построения самостоятельно.
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§ 7. ЧАСТИ СФЕРЫ И ШАРА

7.1. Теория
Многие геометрические задачи связаны не только со сферой и шаром,
но и с их частями. Ознакомимся с ними.

Секущая плоскость � (рис. 99, а) делит сферу (а также ограничен�
ный ею шар) на две части. Каждая из этих частей сферы (шара) называ�
ется сферическим (шаровым) сегментом. Сечение называется основа�
нием сегмента. Высотой сегмента естественно назвать наибольший
отрезок, содержащийся в шаровом сегменте и перпендикулярный
плоскости основания сегмента.

Легко показать, что таким отрезком является отрезок диаметра,
перпендикулярного плоскости основания сегмента (на рисунке NO1 —
высота верхнего сегмента).
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Часть сферы (шара), заключенная между двумя параллельными се�
кущими плоскостями � и � (рис. 99, б), называется сферическим поя�
сом (шаровым слоем). Окружности (круги) сечения называются осно�
ваниями. Отрезок перпендикуляра, заключенный между основаниями,
называется высотой. Обычно за высоту удобно брать отрезок O1O2.

Шаровым сектором называется тело, ограниченное сферой и боко�
вой поверхностью какого�либо конуса с вершиной в центре сферы
(рис. 99, в). За высоту шарового сектора принимают высоту его сфери�
ческого сегмента (NO1 на рис. 99, в).

Указанные части шара являются телами вращения.

7.2. Примеры решения задач

Задача 1 (рис. 100). Точка А при�
надлежит сфере, через точку А
проведены две прямые а и b, каса�
тельные к сфере. Докажите, что
плоскость, проходящая через пря�
мые а и b, является касательной
к данной сфере.

Доказательство.
1) Проведем радиус ОА сферы. Так

как прямые а и b — касательные
к сфере, то радиус ОА перпендикуля�
рен прямым а и b;

2) если радиус ОА перпендикулярен двум пересекающимся пря�
мым а и b, то он перпендикулярен и плоскости, проходящей через эти
прямые: ОА � � � (а, b);

3) если плоскость � перпендикулярна к радиусу сферы в конце его,
лежащем на сфере, то плоскость � касается данной сферы. Точка А яв�
ляется точкой касания.

Задача 2 (рис. 101). Точка О — центр данного шара, точка А — точка,
не принадлежащая шару. Через точку А проведены прямые, каса�
тельные к шару. Докажите, что геометрическое место точек касания
является окружностью.

Доказательство.
1) Пусть K1, K2, K3, … — точки касания данных прямых и шара.Так как

отрезки касательных, проведенных к шару из одной точки, равны меж�
ду собой, то АK1 � АK2 � АK3 � … ;
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2) поэтому точки K1, K2, K3, … ле�
жат на сфере с центром А;

3) кроме того, эти точки лежат
на данной сфере с центром О;

4) искомое геометрическое ме�
сто точек касания является пересе�
чением указанных двух сфер. Ли�
нией пересечения двух сфер явля�
ется окружность;

5) значит, искомое геометриче�
ское место точек касания является
окружностью.

Задача 3 (рис. 102, а, б). ON � R — радиус сферы, OO1 � d — расстояние
от центра сферы О до плоскости основания сферического сегмента.
Найдите высоту сферического сегмента и радиус его основания.

Решение.
1) Обозначение: Н — высота сегмента. Для нахождения высоты сег�

мента необходимо рассмотреть два случая: Н % R и Н $ R. В этих случаях
соответственно имеем:

Н � O1N � R – d, Н � O1N � R � d;
2) обозначение: r — радиус основания сегмента. В обоих случаях из

прямоугольного �АОО1 по теореме Пифагора находим, что

r � ОА ОО R d2
1
2 2 2

� � � .

Ответ: Н � R & d, r � R d2 2
� .
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§ 8. ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ

8.1. Теория
Аналогом правильных многоугольников, изученных в курсе планимет�
рии, являются правильные многогранники. Ознакомимся с ними.

Правильным многогранником называется выпуклый многогран�
ник, у которого все грани — равные правильные многоугольники и все
многогранные углы равны.

Примером правильного многогранника является куб. Из определе�
ния следует, что в правильном многограннике равны все плоские углы,
все двугранные углы и все ребра.

Убедимся, что правильных многогранников может существовать не
более пяти видов. Для этого учтем, что в многогранном угле наимень�
шее число граней три и что сумма плоских углов многогранного угла
меньше 360�.

1. Сколько может быть правильных многогранников, гранями кото�
рых являются правильные треугольники? Каждый угол правильного
треугольника равен 60�. Если повторим слагаемым 60� 3 раза, 4 раза
и 5 раз, то получим суммы, меньшие 360�, а если повторим слагаемым
60� 6 раз или более, то получим суммы, равные 360� и более. Поэтому из
плоских углов правильного треугольника можно образовать выпуклые
многогранные углы только трех видов: трехгранные, четырехгранные
и пятигранные.

2. Выясним, сколько же может быть правильных многогранников,
гранями которых являются квадраты (правильные пятиугольники).
Угол квадрата равен 90�, а угол правильного пятиугольника — 108�.
Повторяя эти углы слагаемым 3 раза, получаем суммы, меньшие 360�,
а повторяя 4 раза и более, получаем 360� или более. Поэтому из пло�
ских углов, равных углам квадрата или правильного пятиугольника,
можно образовать только трехгранные углы.

3. Угол правильного шестиугольника равен 120�. Поэтому из таких
углов нельзя образовать даже трехгранный угол.

4. Если правильный многоугольник имеет большее число сторон, то
из его углов тем более нельзя образовать трехгранный угол.

5. Проведенные рассуждения свидетельствуют о том, что правиль�
ных многогранников может существовать не более чем пять видов.

Однако из этих рассуждений не следует, что правильных много�
гранников действительно существует пять видов. Прояснить этот во�
прос помогут только построения.
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6. Начнем с многогранника, гранями которого могут служить квад�
раты. Правильный многогранник с такими гранями действительно су�
ществует — это куб. С помощью куба можно построить остальные пра�
вильные многогранники.

7. Если в кубе провести диагонали граней так, как показано на ри�
сунке 103, а, то получим правильный многогранник, называемый пра�
вильным тетраэдром.

8. Если в кубе построить центры всех его граней, то шесть получен�
ных точек будут вершинами правильного многогранника, называемого
правильным октаэдром. Такой правильный многогранник изображен
на рисунке 103, б.

9. Если теперь через каждое ребро куба (рис. 103, в, г) проведем
плоскость, не имеющую с поверхностью куба других общих точек, кро�
ме точек этого ребра, то получим некоторый двенадцатигранник. Мож�
но подобрать наклон этих плоскостей к граням куба так, чтобы гранями
этого двенадцатигранника были правильные пятиугольники. Этот
правильный многогранник называется правильным додекаэдром.

10. Центры граней правильного додекаэдра (рис. 103, д, е) будут
вершинами правильного многогранника, называемого правильным
икосаэдром.

— 80 —

Рис. 103

© НМУ «Национальный институт образования» 
© ОДО «Аверсэв»









ОБЪЕМЫ ТЕЛ И ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТЕЙ:
НАЧАЛА МЕТОДОВ МАТЕМАТИЧЕСКОГО
АНАЛИЗА

§ 1. ПОНЯТИЕ «ОБЪЕМ ТЕЛА»

1.1. Об измерении длины отрезка и площади плоской фигуры.
Объем тела
Понятие «объем тела» рассмотрим в сравнении с понятиями «длина
отрезка» и «площадь плоской фигуры». Как известно из планиметрии,
длина отрезка и площадь плоской фигуры обладают рядом сходных
свойств:

1. Длина любого отрезка есть поло�
жительное число.

1. Площадь любой фигуры есть по�
ложительное число.

2. Равные отрезки имеют равные
длины.

2. Равные фигуры имеют равные
площади.

3. Если отрезок состоит из несколь�
ких непересекающихся частей, то
длина отрезка равна сумме длин его
частей.

3. Если фигура состоит из несколь�
ких непересекающихся частей, то
площадь фигуры равна сумме пло�
щадей ее частей.

4. Существует отрезок, длина кото�
рого равна 1.

4. Площадь квадрата со стороной,
равной 1, равна 1.

С помощью свойств 4 фиксируется единица измерения. За счет это�
го обеспечивается единственность длины каждого отрезка и площади
каждой фигуры.

Если в каком�либо рассуждении единица измерения временно не
фиксируется, т. е. допускается применение различных единиц измере�
ния, то в результате таких измерений будут получаться различные чис�
ла, которые отличаются друг от друга на постоянный множитель.

Например, если а и b — длины некоторого отрезка, получаемые с по�
мощью различных единиц измерения, а с и d — длины другого отрезка,
получаемые с помощью тех же единиц измерения, то а � �b, c � �d.

Аналогично для плоской фигуры: если S1 и S2, �S1 и �S 2 — соответст�
венно площади двух фигур, измеренных с помощью различных еди�
ничных квадратов, то S1 � �S2, �S1 �� �S 2 .

Объем тела обладает аналогичными свойствами. Приведем их.
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2) так как АТ � AD – TD � AD – BC � 25 – 7 � 18, то АМ �
1
2

9AT � ;

3) из прямоугольного �АВМ по теореме Пифагора находим высоту
h трапеции: h � ВМ � АВ АМ2 2 2 215 9 12� � � � ;

4) тогда площадь основания призмы

Sосн �
ВС АD h�

�

�

	 �

2
7 25

2
12 192;

5) осталось найти высоту Н призмы. Ее можно найти из прямо�
угольного �ВВ1D (ВВ1 � АBCD и поэтому ВВ1 � ВD), предварительно
найдя ВD:

ВD2
� ВМ 2

� МD2
� 144 � 256 � 202,

Н � ВВ1 � В D ВD1
2 2 2 229 20 9 49 21� � � � 	 � ;

6) поэтому искомый объем V � Sосн 	 Н � 192 	 21 � 4032 (куб. ед.).

Ответ: V � 4032 (куб. ед.).

Задача 2 (80, в, рис. 111).

Решение.
1) Начнем с выполнения чертежа: вна�

чале строим сферу и две ее параллели, рав�
ноотстоящие от центра сферы; центр шара
находится на прямой, проходящей через
центры этих окружностей�параллелей; в од�
ну из окружностей�параллелей вписыва�
ем правильный �АВС; боковые ребра приз�
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мы проводим параллельно прямой, проходящей через центры окруж�
ностей�параллелей;

2) высота призмы Н � АА1 � R. Поэтому для нахождения объема
призмы достаточно найти площадь основания. Рассмотрим �АОО1

(О — центр шара, О1 — центр окружности, описанной около �АВС).
Этот треугольник — прямоугольный, кроме того, в этом треугольнике

АО � R, ОО1 �

1
2

АА1 �

1
2

R;

3) из �АОО1 по теореме Пифагора

АО1 � АО ОО R R R2
1
2 2

2

4
3

2
� � � � ;

4) отрезок АО1 является радиусом окружности, описанной около
правильного треугольника. По формуле, выражающей площадь пра�
вильного треугольника через радиус описанной окружности, имеем:

Sосн �

3
4

3 3
4

3
4

3 9 3
161

2
2 2

АО R R
� 	 	 � ;

5) искомый объем V � Sосн 	 Н �
9 3

16

2R
	R �

9 3
16

3R .

Ответ: V �

9 3
16

3R .

Задача 3 (81, в, рис. 112).

Решение.
1) Введем обозначения: АС � х, BD � y,

AA1 � z. По условию xz � 336, yz � 204;
2) воспользуемся свойством диагона�

лей параллелограмма:

х2
� у2

� 2(252
� 392) � 4292;

3) из п. 1 (вычисления проведите с по�
мощью микрокалькулятора) следует:

x2 z2
� 3362, y2 z2

� 2042,

x2 z2
� y2 z2

� z2(х2
� у2) � 3362

� 2042
�

� 154512;

4) из п. 3 и 2 следует:

z2
�

154512 154512
4292

36
2 2х у�

� � , z � 6;
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5) площадь основания параллелепипеда найдем, предварительно

найдя площадь �АВС по формуле Герона: АС � х �
336 336

6
56

z
� � ,

р �
25 39 56

2
60� �

� , р � АВ � 35, р � ВС � 21, р � АС � 4,

S АВС � 	 	 	 �60 35 21 4 420, S SABCD АВС� � 	 �2 2 420 840;

6) искомый объем V � Sосн 	 Н � 840 	 6 � 5040 (куб. ед.).

Ответ: V � 5040 (куб. ед.).

§ 3. ОБЪЕМ ТЕЛА, ДЛЯ КОТОРОГО ИЗВЕСТНЫ
ПЛОЩАДИ ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ:
ОТ ПРОИЗВОДНОЙ ОБЪЕМА К САМОМУ ОБЪЕМУ

3.1. О методах математического анализа в геометрии
В курсе алгебры вы знакомились с производной функции и умеете для
многих функций у � f(x) находить их производные f�(x). В данной теме
будет выполняться обратная операция: известна будет производная
f�(x) и, зная производную, требуется отыскать саму функцию f(x).
В математическом анализе этой операции посвящен целый раздел, на�
зываемый интегральным исчислением. В данном факультативном кур�
се не ставится какой�либо цели детально ознакомиться с этим разде�
лом. Постараемся также обойтись без введения специальной термино�
логии.

В данном разделе производные функций имеют, как правило, про�
стой вид и совсем нетрудно подобрать для них соответствующие функ�
ции. Этим мы и будем впредь пользоваться.

Примеры.

Дана f'(x) Найти f(x) Проверка

1. f�(x) � 5 f(x) � 5х (5х)� � 5

2. f�(x) � х f(x) �

x2

2
x2

2
�

�

 

!

"

#

�

�

1
2

2	 x � х

3. f�(x) � 2х – 3 f(x) � х2 – 3х (х2 – 3х)� � 2х –3

4. f�(x) � х2
� 4х f(x) �

x3

3
� 2х2 x x x x x x

3
2 2 2

3
2 1

3
3 2 2 4�

�

�

 

!

"

#

�

� 	 � 	 � �
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При выводе формул объемов тел часто объем рассматривается как
функция некоторого аргумента, причем нередко легче вначале найти
производную объема, а затем по известной производной объема найти
сам объем. Иначе говоря, вначале найти V � (х), а затем V(х).

3.2. Теория
Рассмотрим основную теорему, с помощью которой можно вывести
формулы объемов остальных тел, изучаемых в средней школе. Эта тео�
рема позволяет найти V �(х). Последнее является существенным, так
как, зная V �(х), нетрудно найти сам объем V(x).

Теорема 10 (основная теорема)

Если для данного тела (рис. 113, а) известны площади S � S(x) всех
его поперечных сечений плоскостями, перпендикулярными к не�
которому направлению, принятому за ось Ох, при этом S(x) явля�
ется непрерывной функцией на отрезке [а; b], то на этом отрезке
V �(х) � S(x).

Доказательство.
1) Учтем, что каждому значению х соответствует некоторое тело

с объемом V(x);
2) придадим значению х приращение �х. Значению х � �х будет со�

ответствовать новое тело с объемом V(x � �x);
3) отрезку длиной �х будет соответствовать часть тела с объемом

�V � V(x � �x) – V(x);

4) рассмотрим тело с объемом �V отдельно (рис. 113, б). Так как S(х)
является непрерывной функцией от х, то на отрезке [х; x � �x] найдется
точка с такая, что тело с объемом �V можно заменить равным по объему
прямым цилиндром с основанием S(с) и высотой �х. Объем этого ци�
линдра равен S(с)�х. Значит, �V � S(с)�х;

5) тогда �

�

�

�

V
x

S c x
x

S c� �

( )
( );

6) если �х � 0 (�х стремится к нулю), то (x � �x) � х, а следователь�
но, и с � х. Поэтому S(с) �S(x);

7) получаем, что при �х � 0 отношение �

�

V
x

S c� ( ) � S(x), т. е.

V � (х) � S(x).
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Следствия.
1. Если V � (х) � S(x) � ах2

� bx � c, то

V(x) �
ax bx cx

3 2

3 2
� � .

2. Пусть V — объем тела, соответствующего отрезку [а; b], тогда

V � V(b) – V(a).

3. Пусть V — объем тела, имеющего высоту  Н и  S(x) � ах2
� bx � c,

тогда

V � V(Н) �
aH bH cH

3 2

3 2
� � .

Докажите самостоятельно.
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3.3. Примеры решения задач

Задача 1 (рис. 114). В плоскости хОу
расположен равностронний �OPQ
так, что ось х проходит через середину
N стороны PQ, ОР � а; квадрат ABCD,
непрерывно изменяясь, перемещается
так, что концы диагонали АС движут�
ся соответственно по сторонам ОР
и OQ, причем диагональ АС остается
параллельной PQ; плоскость квадрата
перпендикулярна плоскости хОу. Ка�
кое тело образует перемещающийся
квадрат, если считать, что перемеще�
ние начинается от начала координат
и завершается, когда диагональ АС совпадет со стороной PQ данно�
го треугольника? Найдите объем тела, образуемого этим переме�
щающимся квадратом.

Решение.
1) В гомотетиях с одним и тем же центром и различными коэффи�

циентами гомотетии образы какой�либо точки лежат на одной прямой,
проходящей через эту точку и центр гомотетии. Указанное перемеще�
ние квадрата можно описать с помощью гомотетий с общим центром О.
Вершины B и D так же, как и вершины А и С, будут двигаться по пря�
мым, проходящим через точку О. В результате квадрат образует при
своем перемещении правильную четырехугольную пирамиду с верши�
ной О и основанием АВСD (в его конечном положении);

2) пусть М — центр квадрата и ОМ � х. Каждое положение квадрата
можно рассматривать как поперечное сечение пирамиды. Убедимся
в том, что площадь поперечного сечения есть функция от х. В силу го�
мотетии

ОМ
ON

АС
PQ

АС
ОМ PQ

ON
ха

а
х

� � �

	

� �

3
2

2
3

;

3) тогда АВ �
АС

2
�

2
6
х , SABCD � AB2

� V � (х) � S(x);

4) итак, V � (х) � S(x) �

2
3

2x ;
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5) тогда V(x) �

2
3 3

3

	

x ;

4) так как Н �

a 3
2

, то искомый объем V � V(Н) �

2
3

3
2
3

3

	

�

�

 

!

"

#

a

�

3
12

3а .

Ответ: V �

3
12

3а .

Задача 2 (рис. 115). Точка М —
точка пересечения диагоналей
квадрата АВСD; точка М переме�
щается по диаметру круга радиу�
са r; плоскость, в которой лежит
квадрат, все время остается пер�
пендикулярной плоскости круга;
две противоположные вершины
А и С квадрата перемещаются по
окружности. Найдите объем те�
ла, образуемого этим движущим�
ся квадратом.

Решение.
1) Выберем систему координат так, как показано на рисунке: окруж�

ность с центром K лежит в плоскости хОу, K�Ox;
2) введем обозначение: ОМ � х. Тогда

СМ � CK MK r r x2 2 2 2
� � � �( ) , АС � 2 r r x2 2

� �( ) ,

АВ �
АС r r x

r r x
2

2
2

2
2 2

2 2
�

� �

� � �

( )
( ( ) ),

SABCD � AB2
� 2r2 – 2(r – x)2

� –2x2
� 4rx;

3) итак, V � (х) � S(x) � –2x2
� 4rx;

4) зная производную объема, находим сам объем:

V(x) �

��

�

 

!

"

# �

2
3

4
2

3 2x rx ;

5) так как Н � 2r, то искомый объем

V � V(Н) �

�

� � � 	 �

	

�

2 2
3

4 2
2

2 8
3

4 4
2 3

3 2 3 2 3( ) ( )r r r r r r r8
.

Ответ: V �

8 r 3

3
.
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§ 4. ОБЪЕМ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ПРИЗМЫ

4.1. Теория
Рассмотрим наклонные призмы.

Теорема 11

Объем произвольной призмы, в частности объем наклонного па�
раллелепипеда, находится по формуле V � SH, где S — площадь ос�
нования, Н — высота тела.

Доказательство.
1) Пусть S(x) (рис. 116) — площадь сечения

призмы (в частности, наклонного параллеле�
пипеда) плоскостью, параллельной плоскости
основания и отстоящей на расстоянии х от нее.
При любом х площади таких сечений равны
площади основания: S(x) � S;

2) итак, V � (х) � S(x) � S;
3) зная производную объема, находим сам

объем: V(x) � Sx;
4) тогда для высоты тела Н искомый объем

V � V(Н) � SH.

4.2. Примеры решения задач

Задача 1 (рис. 117). АВСА1В1С1 — наклонная треугольная призма,
АВ � АС � а, �ВАС � �, АА1 � l, � — угол, который образует боковое
ребро АА1 со сторонами АВ и АС основания призмы. Найдите объем
призмы.

Решение.
1) Сразу можно найти площадь основания призмы:

Sосн �

1 1
2 2

2АВ АС а	 �sin sin� �;

2) проведем высоту А1А2 призмы. Так как боковое ребро АА1 накло�
нено к АВ и АС под одним и тем же углом �, то точка А1 ортогонально
проектируется в точку, лежащую на биссектрисе �ВАС (для данного
равнобедренного �ВАС — на его медиане). Поэтому точка А2 принадле�
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жит указанной медиане или ее продолжению. Высоту А1А2 призмы бу�
дем находить из �А1АА2;

3) введем обозначение: �А1АА2 � �. Найдем cos �. По известной фор�

муле Эйлера cos � � cos �

� �

�

�2
2

	 � �cos cos
cos

cos
;

4) тогда из �А1АА2 можно найти высоту призмы:

Н � А1А2 � l
l l2

2 2

2

2 2

2 2
2

� � � �

cos

cos
...

cos
cos cos

�

� �

�

�;

5) искомый объем

V � Sосн 	 Н �
1
2

2а sin� 	

l

cos
cos cos

�

�

�

2
2

2 2
� �

� �a l2 2 2

2 2
sin cos cos� �

� .

Ответ: V � a l2 2 2

2 2
sin cos cos� �

�� .

Задача 2 (рис. 118, а). АВСDА1В1С1D1 — наклонная четырехуголь�
ная призма, АВСD — прямоугольная трапеция: �С � �D � 90�,
�ABD — равносторонний, АВ � а, AА1 � l, вершина А1 призмы равно�
удалена от вершин В, С и D. Найдите объем призмы.
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Решение.
1) Чтобы найти площадь основания призмы (сделаем отдельный ри�

сунок — рис. 118, б), необходимо знать высоту трапеции и основание ВС;
2) так как �ABD — равносторонний со стороной, равной а, то можно

найти его высоту ВМ (она же является и высотой трапеции):

hтрап � ВМ �

а 3
2

;

3) для прямоугольника BСDМ: ВС � MD �
а
2

;

4) тогда Sосн �

1 1
трап2 2 2

( )АD BС h а а
� � �

�

�

 

!

"

#
	

а 3
2

�

3 3
8

2а ;

5) перейдем к отысканию высоты призмы. Для этого учтем, что вер�
шина А1 призмы равноудалена от вершин В, С и D. В этом случае вер�
шина А1 ортогонально проектируется на плоскость нижнего основания
в центр окружности, описанной около �BСD. Так как этот треугольник
прямоугольный, то центром описанной окружности является середина
А2 диагонали BD трапеции. Приходим к выводу о том, что высотой
призмы является отрезок А1А2;

6) так как АА2 �

а 3
2

, то из прямоугольного �АА1А2

Н � А1А2 � АА АА l а l а1
2

2
2 2

2
2 23

4
1
2

4 3� � � � � ;

7) искомый объем

V � Sосн 	 Н �
3 3

8

2а
	

1
2

4 32 2l а� �

3 3 4 3
16

2 2 2а l а� .

Ответ: V �

3 3 4 3
16

2 2 2а l а� .
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ОТВЕТЫ
И УКАЗАНИЯ К ЗАДАЧАМ

Тема 1

1. а)—г) Воспользуйтесь формулой расстояния между двумя точка�
ми, заданными своими координатами.

2. б) Является.
3. а) Через точку Х проведите прямую, рассмотрите точку пересече�

ния ее с какой�либо из данных прямых АВ, ВС или АС.
5. а) Указанные отношения между двумя прямыми при движении

сохраняются. в) Сохраняет. д) Движение сохраняет. Преобразование
подобия, отличное от движения, не сохраняет.

6. а) Установите, что В1(1; 2; 6), С1(–1; –2; 0). в) 3х � 4у � 6z –12 � 0,
3х � 4у � 6z – 30 � 0. ж) См. § 1. з) См. § 1.

8. Нельзя.
9. а) Неподвижными являются только точки плоскости симметрии.

Они образуют плоскость. б) Прямая либо лежит на плоскости симмет�
рии, либо перпендикулярна к ней. в) Является.

10. а) Две прямые (плоскости) либо параллельны, либо пересекают�
ся. б) Пусть прямые а и а1 симметричны относительно плоскости �:
�(a) � а1, a � а1 � A. Тогда �(A) � �(a � а1) � �(a) � �(a1) � a1 � а � A.
Если �(A) � А, то А��. Для плоскостей рассуждения проводятся ана�
логично. Вначале нужно показать, что прямая, по которой пересекают�
ся две симметричные плоскости, является инвариантной прямой в дан�
ной симметрии. Затем установить, что эта прямая не может быть
перпендикулярна плоскости симметрии. После этого можно сделать
вывод о том, что она лежит на плоскости симметрии. г) Примените
признак равенства треугольников. д) Пусть �(A) � А1 и точка В равно�
удалена от точек А и А1. Надо доказать, что В��. Воспользуйтесь мето�
дом от противного. Если допустить, что В+�, то, рассмотрев прямую
ОВ (где О � АА1 � �), можно заметить, что она перпендикулярна к АА1.
Прямая, по которой плоскость АОВ пересекает плоскость �, обладает
точно таким же свойством... (Завершите рассуждение.) е) Куб имеет 9
плоскостей симметрии: 6 диагональных плоскостей и 3 плоскости, про�
ходящие через середины каждой четверки параллельных ребер. Пра�
вильный тетраэдр имеет 3 плоскости симметрии.
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